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Einleitung. 



Wuhrend in den langen Zeiten der Barbarei bei dem VerfeM J„ w 
• unglaabUcher Wei.. auch die Kenntni« von der K^JZjt^LlpJ"'^'°T''' 
ge^ngen war. begannen mit dem Wiederanfblohef Sen Cn „Tl"ü 7° 
«ucbungen über Geatalt und Grösse der Erde die man Z iu Ht t 

namentlich seit P.thagoras in .o ernster WeiUlrem datal^ 7' '. " ■'°'' 
digen Standpuncte der Weltanschauung aus angestjk hatte kI! ''»""demswür. 
des Beginns jener eifrigen Messungen mit mehr Glnfc ^s Ari!t?/r "' '"°"*^° 
tischen Be,ei. «,r die kugelähnli^he Gestalt derErdbaLEdefitrL ''■■'" TT 
bschen Gründen ihre Form schon al« pJn. nir • r T ^^ö^irte aus physika- 

TheoHe. die etwas „«er von Maluur i "rr^e." fbesS''^ '" T 
kommnet wurde. Beide gingen hiebe! von der VorsteMulT T *^ ° ^" 
Zustande, aus. Es blieb nur „och übrig dass min ,X^l J °"'°«"' ^'""«'° 
Attn.«o„sgeset. und die EigenschaZ' ™ Lml t„S:f Ka "' "T ""^'f' 
deckungen rein mathematisch und zwar in ihreTIn '^ 1^"' ^'° ''"'™ ^'"• 

.der eine a prioriscKe Usung de. ^ü.:j'Z^rm:ZV„:^r '""tTT 
mdess bis jetzt schon in den ersten Versuchen n„r «i l .■ ^"''"«''■■°«' »cherterfe 
manenten Gleichgewichtsfiguren .„alv^I!h t, ^« ' t"""""" *''"'""« ^" f'" 
eines Probleme f.meux weichet sich /T™' ^' '*'* '"'* ^'^ '*""■' 
Problemen der Alten an di'e I ."„ ts, Ke^wT'^T"'"'"'" ''"''-'■ 
meinheit zu lasen, versuchten T,«nl.7 i . *''" '" '*"^' «"«=■' *"««■ 

grosse BesehrEnk^n^rtd d^/^ ^ ' m°'"''V"^^ •"■"" ''°'^- *"«" -"■-" 
ist e. ihnen nnr gelungen 7e J e£"h * .''«^"'"'tigende Voraussetzungen 

einzig m»gliche Glfichg^ehtsfil ^^ 1 • T ."°" '"'™'"" *%«"'«■■'>»" «" 
Mole:o(e unterworfeuÄlfeLZL '"'' n™' '^" *"-'"■'■«- "- 

g.wieh.,6gure. sind denn aÜrtr ^ZIT;'?""- V »'"P"'"'»*'- G"-"- 
üntersuchungen gewesen nnd . f«™"»""' """'«"■ «•"• e""'"" mathematischer 

nennen die nicW, f ^''""' ''"' «"'>""''"' *'"'"'" '«'«■•'• ««««Iter, zu 

mirdTe;em P^ble • .^ Mathematiker aufzuweisen hatte, welche sich 

mit diesem Probleme m irgend einer Richtung besehlftigt haben. 



Es ist nun in der That das EUipsoid in seiner allgemeinsten Form vom Diseus 
bis zum unendlichen Cylinder und gewissermassen als solcher der unendlich dünne 
satellitische Ring (La place) keineswegs die allein mögliche Form des Gleichgewichts, 
trotzdem dass in ihrer ganzen Ausdehnung stets • zwei oder wenigstens eine Figur 
enthalten ist, welche dem Princip von der Erhaltung der Winkelflachen für jeden 
beliebigen ursprünglichen Stoss oder auf welche Weise immer die rotirende Bewegung 
erzeugt sein mag, Genüge leistet. Es wird sich partiell durch die Analysis bestätigen 
lassen, dass auch ringförmige Körper, und aller Wahrscheinlichkeit nach nur kreis- 
förmige in allen Theilen congruente Ringe von jeder Oeffiiung und jedem beliebigen 
äussern Durchmesser absolut und für sich permanente (stabile) Gleichgewichtsfiguren 
frei rotirender Flüssigkeitsmassen bilden könnep, d^ren erzeugende Curve von den 
elliptischen beträchtlich abweichen muss, ein Umstand, der ihre Untersuchungen sehr 
erschwert. Sie sind unter gewissen Verhältnissen theils physisch nothwendige Formen, 
theils auch als in gewisser Weise labile nur Durchgangsformen zu andern Gleich- 
gewichtsfiguren. 

Es kann sogar unter mehreren »concentrischen Ringen das Gleichgewicht 
bestehen, denen bei gleicher Dichtigkeit eine im Allgemeinen von Innen nach Aussen 
abnehmende Umwälzungsgeschwindigkeit zuertheilt werden muss, damit das System 
fortbestehen könne. Von dieser Art bildet das Saturnsystem einen speciellen Fall, 
wobei die Satumkugel die' Stelle des innersten Ringes vertritt. 

Auf diesem dunkeln Felde mathematischer Combinationen , wo der Verlauf 
der Erscheinungen sich in kaum einem einzigen Falle voraus berechnen lässt, muss 
die Phantasie die mathematische Analysis vielfach ersetzen. Wer das Problem, 
welches wir hier partiell zu lösen versuchen, bis in seine specieUsten Theile verfolgt, 
dem sinkt immer mehr, und mehr der Glaube an die Möglichkeit einer allgemeinen 
Lösung desselben. Jedenfalls ist die Hoffnung eitel, in der bisherigen Weise die 
Entdeckung einer allgemeinen Lösung der vorgestellten Aufgabe zu gewinnen. Sie 
wird noch weniger gelingen, wenn man heterogene Fluida voraussetzt oder gar die 
Molecularwirkungen derselben zu berücksichtigen sich vornimmt. Für jene gibt es 
nur eine exacte Lösung bei der ruhenden Kugel und dem um seine Axe rotirenden 
unendlichen kreisförmigen massiven und höhlen Cylinder. Das heterogene Ellipsoid 
ist streng genommen unter keiner Bedingung eine Gleichgewichtsfigur. 

Wären nur die Hauptformen für das frei rotirende homogene Fluidum bekannt, 
so würden sich die heterogenen mit geringen Modificationen und entsprechenden Formen 
ihnen doch anschliessen. Will man indessen diese schönen Untersuchungen nicht 
ganz fallen lassen, .so muss man es aufgeben, analytisch zu Werke zu gehen und 
anfangen, die bereits bekannten und neu zu entdeckenden möglichen Figuren nach 
und nach etwa in irgend ein System zusammenzufassen. Alle die möglichen Gleich- 
gewichtsfiguren der homogenen freischwebenden Flüssigkeiten, welche bei Voraussetzung 
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des Newton'scheii Gravitationsgesetzes und Ausschliessung jedweder Molecularwirkungen, 
ja überall dieselben Erscheinungen in ihrem Gleichgewichte darbieten ^ a priori be«* 
stimmen zu wollen , wäre ein eben so verfehltes und erfolgloses Unternehmen, als 
wenn Jemand aus den Merkmalen eines Gattungsbegriffs alle möglichen Species, die 
man noch nicht einmal kennt, voraus bestimmen und beschreiben wollte. Dagegen 
fange man an, möglichst viele Figuren aufzufinden, die dem Gleichgewichte genügen; 
man verfahre s}mthetisch und systematisch ; je mehr Species gefunden werden , desto 
concreter muss der Begriff der gesuchten Formeti sich gestalten. Wir räumen gerne 
ein, dass diese Methode anfUnglich bei den Mathematikern wenig Anklang finden 
wird. Sie möchte sich aber dennoch durch die Resultate empfehlen, die sich durch 
sie erzielen lassen, indem als eine Vermehrung der bisher bekannten Gleichgewichts«- 
figuren bezeichnet werden können : 

1) die absoluten Ringkörper und concentrischen Ringsysteme, 

2) die Hohlkörper (Hohlcylinder, Hohlkugel), 

3) die Kugel als Gleichgewiohtsfigur gewisser rotirender Bewegungen, 

4) die eiförmigen Sphäroide. 

Eine systematische Ordnung aller dieser Figuren wird ana Schlüsse dieser Schrift 
erfolgen. Wir weisen hier jetzt auf die zahlreichen Untersuchungen hin, die seit 
dem Ende des siebenzehnten Jahrhunderts über diesen Gegenstand veröffentlicht 
worden sind. 
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§ 1. 
Die Frinoipien und einige neue. Fundamentalgleichungen der Hydrostatik. 

Niveauflächen und 



Um ein sicheres Urtheil über die Gesetze des Gleichgewichts eines jeden 
Theilchens einer Flüssigkeitsmasse zu gewinnen, müsste doch vor allen Dingen die 
Form derselben bekannt sein. Da dies nicht der Fall ist, so müssen wir uns darauf 
beschränken, den Calcül der Hydrostatik auf die allgemeinen Erscheinungen, die die 
Flüssigkeiten in Masse darbieten, zu gründen. Einige wenige Grundsätze und Er- 
fahrungen sind hier die leitende Idee. Wir kleiden dabei zur Erleichterung des 
Calcüls die Vorstellung von der Natur und dem Inhalte des Flüssigen in eine mög- 
lichst einßtche Form, ohne jedoch die Vergleichungspunkte für die Abweichungen in 
der Natur selbst zu verlieren, in welcher die Begriffe „flüssig" und „gleichartig** wol 
kaum irgendwo so stattfinden, wie wir sie uns denken. Da wir bei den Flüssigkeiten 
überall, gleichviel welche Gestaltung sie haben, dieselben Erscheinungen beobachten, 
also immer dieselben Gleichungen stattfinden, so können uns dieselben auch nichts 

j 

über die speciellen Oberflächengestalten lehren. Wir wollen hier nun zunächst jene 
Gleichungen durch eine neue Methode entwickeln und verschiedene' Bedingungen des 
Gleichgewichts daraus ableiten. Die folgenden Sätze haben ihre Gültigkeit für |ede 
Art von Kräften, welche das System angreifen, sie mögen innerhalb desselben oder 
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von aussen auf die Theile desselben wirken, sie mögen stetig oder momentan sein; 
sie gelten fdr jedes Gesetz der Anziehung der Materie. 

Denken wir irgend ein festes System durch einen momentanen Stoss oder 
Wurf in eine von nun an freie Bewegung übergeführt, und nun die Verbindungen, 
welche das System zu einem starren machten, aufgehoben, so dass dasselbe jener er- 
theilten Bewegung und den gegenseitigen Einwirkungen überlassen bleibt, so wird 
diese Masse nach einer Anzahl von Schwankungen durch die Kräfte einer gewissen 
allen bekannten Flüssigkeiten eigenthümlichen Zähigkeit genöthigt werden, sich irgend 
einer Form des Gleichgewichts immer mehr zu nähern und endlich in diesem Zu- 
stande zu 'beharren. Die Bewegung des Systems wird in einer fortschreitenden und 
in einer potirenden bestehen. Die erstere ist gleich der Bewegung des Schwerpuncts 
und das Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwerpuncts lehrt uns, dass, 
wenn keine äussere Kräfte auf das System mehr einwirken, die Bewegung desselben 
geradlinig und gleichförmig wird, selbst wenn eigenthümliche, allmählige oder plötzliche 
Veränderungen innerhalb des Systems vor sich gehen, wie z. B. theilweise Aenderung 
der Aggregatzustände, Explosionen u. s. w. Die analytische Mechanik lehrt ferner, 
dass die Axe, för welche die Summe der Momente der ursprünglichen Kräfte oder 
der relativen Flächen ein Maximum ist, die Umdrehungsaxe wird, dass diese Axe 
des resultirenden Paares der Quantitäten der Bewegung durch den Schwerpunct 
gehen muss, und dass dieselbe diese Eigenschaften während der ganzen Bewegung 
vor und nach dem Eintreten des Gleichgewichts beibehält. Nach dem Princip der 
Erhaltung der Flächen ist jene Summe ein constantes Maximum, also der Zeit pro- 
portional. Es ist dies ein Punct von ganz besonderer Wichtigkeit, insofern die Frage 
aufgeworfen werden kann, ob mehrere Zustände oder Figuren des Gleichgewichts für 
die nämliche ursprüngliche Kraft möglich sind. Dieses findet in der That statt, wie 
später gezeigt werden soll; es steht aber dieses Verhalten in keiner einfachen Be- 
ziehung zu jenem bereits bekannten, dass für die nämliche Umdrehungsgeschwindig- 
keit auch mehrere Zustände des Gleichgewichts möglich sind. 

Bei der Betrachtung des Gleichgewichts einer freien rotirenden Flüssigkeit 
können wir nun abstrahiren von der Bewegung des Schwerpunctes derselben. Die 
Kräfte, die sich das Gleichgewicht halten sollen sind nur von der Art, dass sie die 
relative Lage der Theilchen zu verändern streben, und das resultirende Paar. Bezeichnen 
wir also die innerhalb dieses Systems wirksamen Partialkräfte mit X+ix, Y+iy, Z+iz, 
in welchen Ausdrücken nur die Componenten der absoluten Massenattraction nnd der 
Axifugalkraft enthalten sind, so ist nach dem Obigen der Schwerpunct des flüssi- 
gen Systems als ruhend oder frei von den Wirkungen dieser Kräfte zu betrachten. 
Wir haben schon früher solche Puncte, für welche die drei Componenten dieser 
wirksamen Kräfte verschwinden, mit dem Namen „adynamische Punct?" bezeichnet. 
Es können ausserdem auch noch adynamische Linien, Flächen, ja sogar Körper 

3 
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gedacht werden, wenn e. B. die Materie nach einer, zweien odiev dreien Dimeneionen 
eine unendliche Ausdehnung besitzt und zwar so, dass beim Uebei^ange von 
einem adynamischen Puncte der Flächen oder Kör|>er zu irgend einem andern 
die relative Lage zur Gesammtmaase nickt ge&ndert wird. Adynamische Flächen und 
Körper können nur einer ruhenden Gieichgewichtsfigur angehören, da bei einem vo* 
tirenden Körper nur für die Puncte der Drehungsaxe die Axifugalkraft als der 
eine Theil der drei Partialkräfte verschwindet; die adjniamische Linie deshalb auch 
einer rotirenden, wobei sie mit der Drehungsaxe coincidirt. Jedenfalls fällt aber der 
Schwerpunct mit einem dieser adynamischen Puncte zusammen, und da ftber die mög* 
liehen Formen des Gleichgewichts noch durchaus nichts festgestellt ist und der 
Schwerpunct innerhalb und ausserhalb der Masse liegen kann, so gilt dieses auch 
im Allgemeinen von den adynamiscben Puncten, Linien und Flächen. 

Wir wollen hier noch auf eine besondere Art die Existenz der adynamischea 
Puncte, Linien und Flächen nachweisen, indem wir alle diejenigen Puncte untersuchen^ 
für welche die drei Coinponenten der absoluten Massenanziehung verschwinden. £^ 
möge P K P^ K^ (Fig* L) ein freies flüssiges System darstellen, dessen Dichtigkeit 
constant ist oder sich von einem Puncte zum andern stetig ändert, und welches sich 
im Zustande des Gleichgewichts befindet, während es um eine durch den Massen- 
niittelpunct gehende Axe P P' rotirt und die Theilghen desselben der gegenseitigen 
Anziehung unterworfen sind. Wir legen durch O ein rechtwinkliges Coordinaten- 
svstem, so dass die x-Axe mit P P^ zusammenßlllt. Alsdann sind die Summen der 
Partialkräfte bezüglich X, Y -h iy, Z 4- iz; und bedeutet nun nach üblicher Weise 
V das Potenzial der Masse, für welches die Gleichung 
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stattfindet, so gelten die Relationen 



Sei u V ein unendlich dünner Kanal, welcher parallel mit einer Coordinatenaxe von 
einem Puncte der Oberfläche zu dem gegenüberliegenden gezogen ist, so ist eine 
nothwendige Bedingung des Gleichgewichts, dass die Kräftesumme ZX, welche auf 
die Molecüle des Kanals wirkt, gleich Null sei. Man hat also als allgemein gültige 
Bedingung des Gleichgewichts einer flüssigen Masse die drei Gleichungen: 

f^Xh^ 0; /f (Y + iy) iJy = 0; /f (Z + iz) h =.0 (1) 



WO — Xo und Xi die Gränzen der Werthe von x sind. Die Dichtigkeit f wird hierbei als 
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^kie Function der CoordiBftten dflraastellen aein. Die Kräfte, welche an den Endeh 

d«r Kanäle angreifen, «ind Bothwendig nach innen gerichtet und wirken uich ^nt« 

gegengesetzten Richtungen, Ea m^ttesen also jene drei Partialkräfte, indem me sith 

m der ganzen Länge des Kanals ändern, wenigstens einmal gleich Null werden uml 

Asan das Zeichen wechseln. Weniü nun die ganze Masse in lauter solche einander 

parallel Kanäle getheilt wird, werden alle diese NoUpuncte wenigstens drei continuir- 

liche Flächen bilden , die sich öach verschiedenen Richtungen durch die ganze Masse 

erstrecken. Diese Continuität folgert sich leicht aus der von X, Y und Z bei dem 

Uebergange von einem Puncte der Masse zu einem unendlichen nahen. Es kann 

nämlich das Potenzial V nie sich plötzlich ändern, wenn r sich stetig ändert, selbst 

wenn */r unendlich wird. Darum sind auch die Derivirten nie discontinuirlich und 

bilden für endlich begrenzte Massen immer endliche Functionen, Dasselbe gilt von 

den derivirten Functionen 

d^ V d^ V ' d^ V 

X dy dx dz dy dz 

Da nun die zweiten Differenzialquotienten der Axifugalkräfte gleich Null sind, so 
fo%t endlich, dass die Puncte, fftr welche die ersten Derivirten des Potenzials ver- 
schwinden, stetige Flächen bilden müssen. Die Durchschnitte dieser Flächen Werden 
uun in einem oder mehreren Puncten, Linien oder Flächen iniberbalb der Masse dtatt- 
fiiiden, welche für den Fall der Unbeweglichkeit adynamisch sind. Ist aber das 
System in Rotation begriffen, so bestimmen erst die gleichzeitigen Durchschnitte der- 
selben mit der Drehungsaxe diejenigen Puncte, welche wir adynamische genannt 
haben. So ist z. B. der nach allen Richtungen hin unbegränzte homogene, ruhende 
Körper durch und durch adynamiech ; der unbegrenzte um seine Axe rotirende 
Gelinder linear und das £Uipsoid punctuell adynamisch. 

Indem wir hier überall eine ineompressible Flüssigkeit voraassetzen^ wird auch 
der hydrostatische Druck nach allen Richtungen ungehindert fortgepflanzt und es. 
folgt nun aus der Mobilität des Flüssigen, dass zum Gleichgewichte der ganzen Masse 
erforderlich ist, dass jedes Theilchen vermöge der Kräfte, die es zu be- 
wegen streben und des Druckes, welchen es von den umgebenden 
Bestandtheilen erfährt, ^ im Gleichgewichte sei und demgemäss die 
alleinige Bedingung zureiche: dass jedes Theilcheft von allen Seiten gleich 
gedrückt werde/ Dies fährt uns zu tyrei neuen Gleichungen : 

— *>P = ^T (fe 

q» o 

worin p' 'den- bydrostotiacben Dmok auf irgiend einen Ptmkt 8 eiiMB Konaile» E E' 
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(Fig. l.)y dessen Längen von dem Puncte angerechnet bis zu den £nden s und s' 
beitragen I ^ die Dichtigkeit irgend eines Elements J^ des Kanales und T die Accele- 
ration der Masse ^. is nach der Richtung der Tangente des linear gedachten ^anales 
bedeutet. Es versteht sich von selbst, dass ^ und T sich als Functionen von s aus- 
drücken lassen. Sind x, y, z die Coordinaten desselben Punctes, deren Verlängerungen 
die Oberfläche in Puncten schneiden, deren Coordinaten x', y', z' sind, so ist eine 
Bedingung des Gleichgewichts jenes Punctes der Masse 

> 

X y y z z 

Wie klar ist, wird nun auch an den Gleichgewichtsbedingungen einer anderen, 
z. B. ringförmigen Figur, nichts geändert, wenn wir uns verschiedene unendlich dünne 
Kanäle K K' und K" K'" mit einer festen Wand durch die ganze Masse hindurch gezogen 
denken. Da der hydrostatische Druck nach dem Innern zu im Allgemeinen wächst, 
für die Enden aber wie überhaupt für alle Puncte der Oberfläche gleich Null ist, so 
werden sich im Innern stets wenigstens je zwei Puncte angeben lassen, die von der 
darüber lagernden Flüssigkeitssäule gleich gedrückt werden, z. B. S und S'" oder 
zwei ihnen unendlich nahe gelegenen Elemente S' und S''. Aus der gleichmässigen 
Fortpflanzung des Druckes durch die Flüssigkeiten und aus der Continuität der Aen- 
derungen der auf die Theilchen wirkenden Kräfte von einem Puncte zum benach- 
barten folgt nun, dass es innerhalb der Masse continuirliche und geschlossene Flächen 
geben muss, die einem constanten Drucke unterworfen sind, deren Gränze nach aussen 
die Oberfläche der Masse bildet. Bezeichne nun p die Grösse des Druckes in den 
höher liegenden Puncten S und S'" und p + ^p dieselbe in S' und S'', ferner is 
und J's' die von je zwei Puncten eingeschlossenen Elemente des Kanales, T und T, 
die dieselben nach d^r Richtung der Tangente des Kanales sollicitirenden Kräfte, 
ausserdem m den Querschnitt und endlich ^ und ^^ die Dichtigkeiten der innerhalb 
S S' und S'' S'" befindlichen Flüssigkeit, so erfordert der Nonefi^ect der entgegen- 
gesetzten Kräfte die Relationen 

— m^ — m^Th = mf ' T' h'y 
oder wenn man durch m dividirt, 

— (Tp = ^TiB = ^'T'M (4) 

Hieraus lassen sich mehrere sehr schöne Folgerungen ziehen. Zerlegen wir 
nämlich die Resultante aller Kräfte, die das Massenelement m. ^ angreifen, nach den 
Richtungen dreier rechtwinkeligen durch den Massenmittelpunct gelegten Coordi- 
natenaxen, so dass wieder die x-Axe mit der Rotationsaxe coincidirt, und setzen kurz 
X, Y, Z gleich den Summen aller Partialwirkungen, resp. nach x, y, z, so ist 
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Xir + Yjl+zV (») 
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und folglich 

- jp = f (X ^ + Y ay + z ^) («) 

Bestimmt man die Variationen ix, iy, H so. dass sie einer Fläche constanten 

Druckes angehören, oder l&sst man, was dasselbe bedeutet, den Kanal einen Augenblick 

in einer Cuirve constanten Druckes verlaufen, so gehen die Variationen Aber in die 

Differenziale dx, dy, dz und- dp; da aber p constant ist, so ist dp = und (6) 

verwandelt sich in 

= X dx + Y dy H- Z dz (l) 

Dividiren wir die Gleichung durch P . ds , worin P die Resultante der drei Compo- 
oenten bedeutet, so hat man 

X dx , 'Y dy , Z dz 

F' ai + P • ds + P • di=='^ 

oder cos a . cos af + cos ß . cos /3' + cos y . cos y' = 

welches bekanntlich die Bedingung des Senkrechtstehens von P auf ds ist. Hieraus 
folgt, dass im Zustande des Gleichgewichts die Resultanten aller wir- 
kenden Kräfte senkrecht gegen die Oberflächen gleichen Druckes 
gerichtet sind. Man hat alle Oberflächen dieser Eigenschaft mit dem Namen 
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Niveau flächen belegt; die Lagen , welche von zweien unendlich nahen Niveau- 
fiächen eingeschlossen sind, nannte zuerst Clairaut „couches de niveau^^ 

Femer lässt sich zeigen, dass fClr alle Niveauschichten die Dichtigkeit ^ con* 
stant bleiben muss. Laplace beweist dies aus der Integrabilität der Formel (6). 
Wir wollen dies noch auf eine andere Art zeigen. Es sei S S' S'' S'^' (Fig. 2.) eine 
Gruppe von Niveauschichten, und angenommen, es sei in S S' die Dichte ^ verschieden 
von der Dichtigkeit f' in S"S'", so würden sich stets innerhalb zweier Niveauflächen 
zwei aneinander gränzende Gruppen von flüssigen Molecülen angeben lassen, wie in 
Fig. 2. a b , i?f ^^in die Molecüle zwar von allen Seiten gleiche Pressungen erleiden, die 
Gruppe aa' aber specifisch schwerere Molecüle enthält als bb^ Da nun die Theilchen 
beider Art unendlich nahe bei einander liegen, so werden sie durch eine gleiche 
Gravitation gegen die tiefer liegende Fläche .a'b' getrieben werden, und zwar normal 
nach der Gleichung (7). Dabei wird der Druck in der untersten Reihe von Molecülen 
der Gruppe aa' grösser sein, als in der benachbarten untersten Reihe der Gruppe bb'; 
folglich würden die schwereren Molecüle in die leichteren einsinken. Wenn auch die 
Dichtigkeit der ganzen Masse stetig variirt, so wird sie doch innerhalb zweier un- 
endlich nahen Niveauflächen als constant betrachtet werden dürfen ; die Gleichung (4) 
vereinfacht sich so in folgende 
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§ 2. 
Eixiige allgemeine Eigenseliaften der Niveaufläehen rotirender FlüBsigkeiten. 

Es leuchtet ein, dass die Gleichung (7) die Differenzialgleichung der Oberfläche 
darstellt, und dass man durch eine Integration derselben zur exacten Gleichung der Ober- 
fläche gelangen würde, wenn die Functionen von x, y, z bekannt wären, weichein X, Y, Z 
enthalten sind. Da aber diese nur gefunden werden können aus der Gleichung der 
Oberfläche oder der Figur der Masse, so ist die Schwierigkeit des Problems offenbar. 
Nehmen wir an, dass die Componenten bekannt sind^ so würde das Integral der all- 
gemeineren Gleichung .(6) 

C-p = f(x, y, z) (8) 

und dies die endliche Gleichu&g aller Niveaufläehen sein, welche zugleich den in jedem 
bestimmten Puncte x, y, z stattfindenden Druck angiebt. Die Gleichung der Ober- 
fläche wäre alsdann 

C = f (X, y, z) 

We3 femer in Betracht einer rotirenden Flüssigkeit in den Componenten Y 
und Z auch die exacten Glieder iy und iz enthahen sind, so nimmt die gesuchte 
Function stets folgende Form an 

C _ 2 p = F (X, y, z) + i (y-^ + z*^) (9) 

Bedeuten auMerdem P und P' die Gesammtkräfte, Sn und J^n' aber die Dicken' der 
Niveauschichten an den in Rede stehenden Puncten, so ergeben sich nodh die Relationen 

T.Jg = P.eJn = T.h' = P.(?n' (lO) 

Wir wollen annehmen, der Scbwerpunct liege imieriialb der Masse^ uJuS es« bezetchoie 
ia ein unendlich kurases Stück dier Drehungsacce, welches von den eben betrachtekea 
beiden Niveaufläehen eingeschlossen ist, A »ber die diese» Kanalelement sroUicititendet 
nach der Riohtung der Drebongsaae a geschitzte Componente der Anaiehoiigen, sa 
erfordert das Gleichgewicht, das» sei 

— <J^ = f A(fe 

Wenn, allgemein £ die nach deir Riehtung des radiiis vector r geschätzte Componente 
liedetttet» 00 fifndet endlich die Resiehung statt: 

— (Jp = fA(fe = fR(rr (tt) 

Da sich aber A und a auf einen ganz bestimmten Punct beziehen, so siad diese 
ChrOssen fortan als constante zu betrachten, und wir wollen sie ganz speciell auf den 
einen der Pole übertragen. Ist der Pol des Körpers nicht anzugeben, wie bei denx 
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unendlichen Cylinder, der sich um seine Axe drehte so ist auch A uBbestimmt. Dies 

schadet indess nicht, da man statt jenes unbestinamten Punctes jeden andern wählen 

kann. Es wird hier weder ein von der Richtung der Axe her wachsender Druck 

ausgeübt^ wenn man sich die Molecüle der Axe von den übrigen getrennt denkt, 

noch ist nach derselben Richtung hin eine Verschiebung möglich, üeberhaupt nimmt 

alsdann der Ausdruck A Jia den unbestimmten Werth . oo an, zu dessen Bestimmung 

genügen würde, irgend einen bestimmten Punct der Oberfläche zu betrachten. Liegt 

die rotirende Masse von der Drehungsaxe entfernt, wie bei den Ringen oder Hohl- 

cylindem, so kann man ebenfalls einen andern Punct wählen, z. B. am Aequator. 

Dann ist jedenfalls 

XJx + Y(?y + Z(yz = A,Jk '(!») 

in welcher Gleichung nur die Grössen der linken Seite als variabel betrachtet werde», 
so lange es sich um eine bestimmte Niveaascbicht handelt. Sind f, ^, d die Winkel, 
welche r mit den drei Axen bildet, so geht aus (11) hervor: 

(i cosF + Y cos^ + Z cos^) (h- = A (Ja (13) 

Diese Gleichung ist gültig für die Niveauflächen homogener und heterogener 
Flüssigkeiten, sowie für jedes Gravitationsgesetz. 

Wir nehmen nun an, es seien Uy, , n„, n,y die drei Normalen eines Punctes, 
dessen Coordinaten x, y, z sind, so finden die Gleichungen statt: 

p = X ^* = Y^ = Z ^ (14) 

Eine Combination von (12) und (14) ergibt dann noch einen Ausdruck fÄr das Ver- 
hältniss der Schwerkraft P irgend eines Punctes an der Oberfläche zu der Schwer- 
kraft A am Pole, nämlich 

Beiläufig mag hier noch bemerkt werden, dass für jede beliebige Fläche die folgende 

Oleichung gttltig ist . 

xdx vdv zdz 

±^ 4- J^ 4. _ = (16) 

Indem wir noch einen Augenblick bei der Schwere irgend eines Punctes der 
Oberfläche verweilen, wollen wir uns eine mit diesem Flächenelemente parallele Ebene 
durch den Schwerpunct O gelegt denken. Diese wird von der Normalen ein Stück 
n« abschneiden, für welches die Verhältnissgleichung 

i^n : iir = n. : r (It) 
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gilt, die in Verbindung mit der andern Gleichung 

P . Jn = R . ,Jr 
die neue ^ebt 

P = 5^ (18) 

Man kann dabei bemerken, dass diese Gleichung das Verh&ltniss der Schwere zur 
Centripetalkraft angibt, und dass n. der Länge der vom Centrum auf die Tangential- 
ebene des gedachten Punctes gefilllten Senkrechten gleichkommt. 



§ 3- 

Veber die Ärmlichkeit der generellen Oleichgewichtfiftgnren rotirender Flttssigkeiten 

unter einander. 

Wir wollen den folgenden Betrachtungen dasjenige Gravitationsgesetz zum 
Grunde legen, nach welchem die Massentheilchen sich nach dem umgekehrten Quadrate 
der Entfernungen anziehen. Unter dieser Voraussetzung haben die gesuchten Ober- 
flächen folgende Eigenschaft: 

Wenn eine hpmogene Flüssigkeit sich um eine Axe dreht und 
im Zustande des Gleichgewichts sich befindet, so wird ebenfalls 
eine andere Masse von derselben Dichtigkeit mit einer ähnlichen 
Figur, wenn sie mit derselben Rotationsgeschwindigkeit sich um 
eine ähnlich gelegene Axe dreht, im Gleichgewichte sein, vor- 
ausgesetzt, dass die Theilchen sich nach demselben Gesetze, 
nämlich dem Newton 'sehen, gegenseitig anziehen. 

Betrachten wir die einen homogen flüssigen Körper darstellende Figur ABG. 
Wir nehmen an, dass dieser Körper sich um die durch den Schwerpunct gehende 
Axe PP' dreht und durch die Wirkung der Gravitation und Axifugalkraft im 
Gleichgewichte erhalten wird; ausserdem sei abc eine andere Masse derselben Art, 
ähnlich an Gestalt dem ersten Körper, während sie sich mit gleicher Winkelgeschwin- 
digkeit um eine durch ihren Schwerpunct o gezogene Axe dreht^ so muss diese eben- 
falls im Gleichgewichte sein. Denken wir uns nämlich den Körper ABC in unendlich 
viele Schichten constanten Druckes, den Körper abc in genau ebenso viele, den 
Schichten des ersten ähnliche und homothetische Schichten eingetheilt, so lässt sich 
für irgend welche derselben der Nachweis führen, dass sie eine Niveauschicht ist 
Denke man sich die beiden Massen noch in gleich viele Molecüle eingetheilt, von 
denen dx . dy . dz und d^ . diy . d^ zwei homothetische und den beiden Massen dem 
Volumen nach proportionale Molecüle dm und dm' sind. Wenn ferner durch f und 
f die bezüglichen Abstände zweier correspondirender und gleicher Massenpuncte H 



' 
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und h von den gedachten Massenelementen, durch r und r^ ihre respectiven Abstände 

von den Drehungsaxen PP' und pp' bezeichnet werden, so sind die Kräfte, durch 

welche die Atome H und h von dm und dm' angezogen werden, beziehlich propor- 

dm dm' 

tional zu £3- und -tj-^-. Weil nun in diesen Quotienten die Zähler den Guben, die 

Nenner den Quadraten zweier homologen Linien der beiden Körper proportional^ sind, 
80 sind die soUicitirenden Kräfte zweien solchen Linien einfach proportional. Die 
Linien f und f , in deren Richtungen die Kräfte wirken, sind Auf gleiche Art gegen 
die Flächen geneigt, in welcher H und h liegen. Hieraus folgt, dass die Kräfte stets 
einander proportional und unter gleichen Winkeln gegen die bezüglichen Flächen 
geneigt sind. Auf ähnliche Weise werden die Axifugalkräfte , da die Rotations- 
geschwindigkeit gleich ist, in beiden Körpern die Atome H und h von den Axen 
mit Kräften entfernen, die den Entfernungen r und r' proportional sind und ebenfalls 
nach homologen Richtungen wirken. Es sind folglich die Summen aller auf die 
Atome H und h wirkenden Kräfte stets proportional den Längen r und r' und haben 
in beiden Körpern auch noch gleiche Richtungen gegen die Obei*flächen, in ' denen 
diese Puncte liegen. Da nun nach der Voraussetzung die auf die homologe Fläche 
des Körpers ABC wirkende Resultante normal gegen sie gerichtet ist, muss sie es 
auch in dem Puncte h sein und sich zur erster en verhalten, wie zwei homologe 
Linien der beiden Körper. 

Uebertragen wir nun diese Sätze auf einen Punct(x, y, z) der Oberfläche der 
Hasse ABC und den homothetischen (|, n? der Oberfläche abc, so ist für ersteren: 

A(ra = XJx + Y(!y + Z(J^ 

und 

= Xdx 4- Ydy + Zdz. 

Auf den andern Punct wirken aber die Kräfte mX, mY, mZ, sowie auf den Pol des 
zweiten Körpers die Kraft mA. Weil nun aber auch die Variationen der Coordinaten 
von irgend einer der Flächen zur nächsten bezüglich die Werthe m(Jk, mjk, mjy, mH 
haben, so ist jetzt m^ A ^ = m^ (X(fx + Yjy + Z(Jz), also auch die Oberfläche 
abc eine Gleichgewichtsfigur. 

Wir machen aber noch darauf aufmerksam, dass dieser hier bewiesene Satz 
durchaus nicht die Folgerung zulässt, dass nur ähnliche Flächen Niveauflächen 
sein können. Denn dieser Lehrsatz ist gültig für Flächen welcher Art sie auch immer 
sein mögen, für Sphäroide, Ringe . etc. Da nun Sphäroide sich in ähnliche und ho- 
möthetische Schichten zerlegen lassen, Ringe aber niemals, so ist je&e Ansicht hiemit 
vollkommen widerlegt, indem wir hier voraussetzen, dass ein Ring allein für sich 
eine rotirende Gleichgewichtsfigur bilden kann. Hiervon wird aber weiter unten in 
§ 15 die Rede sein. 
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Ihinh flU: hfizVru I>^rrra/;hturi;5'rn wird öie Vermathurjcr n^he gesttrlit. dass es 
nnur %U'\^'U rn'6'//:',hfu \U']]':'y}it G!f'i':Kg'rwicht.%figaren gibt, deren Nive^aflachen den 
Oh<'rfJ^ fj^m d'rr jrajjz^rn Mah**^ ähnls'^h uiid homothetisch . d. h. ähnlich um den 
S' hn^rrf/un^'t f/'^Uiii'U hiiA. Di'-**r Fv^urf-n tTjö^sen indessen auch die erforderliche 
Ki' ii)-.^ halt \jt-»Ai'Ani, hV'\i \n lanter -%oihe Flächen zerie^'en zu lassen: dies ist z. B. 
unr/j^/j;lich bei den nii'^i^ßVinv^^iu Jene Verniuthuug wird hier deshalb zu einer Vor- 
m'i7MU*ji ^**ruai'\it^ weide auf keinen andern Gründen berulit, als denen der Einfach- 
heif und zum Theil auch auf dem letzten Satze. Es ist klar, da^^ in Bezug 
auf die Form und Natur der Xiveauflächen des Innern drei Fälle n:oglicher^'eise 
Ktatlfimlen konnten: entweder sind die innem Niveaufläehen der äussersten ähnlich 
und /li^rlei^'h frei von der Anziehung aller darüber liegenden Schichten, indem ja 
diehe Fläelien abholut und för feich im Gleichgewicht sein können ; oder die innem 
Niveauflachen «ind der äufcKCn-ten ähnlich, aber es findet Seitens der darüber liegen- 
den Schichten eine solche Anziehung auf die Theilchen ihres Innem statt, dass die 
Niveauflrichen zur Ilesultante aller auf sie wirkenden Kräfte immer noch senkrecht 
bleibt ; oder endlich, wenn die letzte Bedingung nicht erfQllt wird, werden die Niveau- 
üftchen alle unter einander unähnlich sein, wie etwa bei den heterogen flüssigen Gleich- 
^ewichtHkOri>^?m, Da die Bestimmung der Figuren der letzteren Art vorläufig un- 
mftfflich zu sein scheint, so beschränkt sich unsere Untersuchung auf die Bestimmung 
der beiden andern Arten von Gleichgewichtsfiguren. Wir wollen also erstlich die 
Natur und die endliche Gleichung derjenigen obgenannten Flächen unterstichen , bei 
denen eine Anziehung Seitens der höher liegenden Niveauschichten auf die Puncte 
des Innern in keinerlei Weise stattfindet. 

Betrachten wir irgend einen Punct in der Axe, dessen Entfernung vom Schwer- 
puncte, dem angenommenen Mittelpuncte der Niveauflächen gleich ol ist Sei die Anziehung 
Hin Pole; gleich A, so wird sie nach § 3 in dem in Rede stehenden Puncte gleich 



A " sein, also 



(Jp = A - J« 



a 



\ui\i\u\ wir die Dichtigkeit des Fluidums der Einheit gleich setzen. Wir erhalten die 
(irßHHc dos hydrostatischen Druckes in demselben Pnncte, wenn wir zwischen den 
Ci ranzen a und » integriren; dies gibt 

- 2p = A (^ -a) (19) 
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Nach der YtorautBetaBtmg wt nun aberii 

h : T — (Ja : ec (»O) 
und durch Conjibination dieser Gleichung mit (11) 

R.r = A — 

a 

eine Relation^ die für irgend einen Punct (r) der Oberfläche übergeht in 

R . r = A . a (Äl) 

Wir gelaai^u somit zu dem* Satae, das» für eine umd daeaelbe Niveaufläohe die 
Producta aus den cad. vect. und den nach^ diesen Richtungen geschätzten Compo^ 
nenten der Schwerkräfte einen constanten W'erth haben. 

Durch Einführung der Gleichung 

R = X cos g + Y cos >f 4- Z cos ^ 
gelangen wir 2»u der neuen Beziehung zwischen den Partialkräften und den Coordinaten 

Ix + Yy + Zz = A.^ ' (JWB) 

a 

Für eine Niveaufläche im Innern findet also die aus (1^) und (22) gezogene 

Gleichung statt 

Xx + Yy + Zz = Aa — 2 p («3) 

worin nach einer oben adoptirten kurzen Bezeichnun^weiae X, Y, Z die Suipmeii aller 

Partialkräfte bezedchoem Sei nun A|i — 2p = 2Q, so erhält man durch Diffei:en- 

ziren — dp = dQ, also 

Xs:+ Yy + Zz =?= idl 

Xdx + Yidy -f Zdis =5= dQ 

Es folgt hieraus nach dem Euler'schen Satze über homogene Functionen, 
däaa X^ Y, Zi FuiiGtionon des eratei]^ Goades sind. Diie g^siu.ohite OVerfl.äich^^r 
gleichujQg ist also vom zweiten Grade. 

Wir wollen jetzt auch die zweite Art der erwähnten' Niveauflächen untersuchen, 
die zwar einander ähnlich und homothetisch mud^ bei d^en aber die Einwirkung der 
Niveauschichten auf einander eine unbekannte Function ist. Hierzu ist es hinreichend, 
die Gleichung* dfer 0berfläcKe*^u bestitriiuen. Sie ist die$elb.e wie~(21*), indem wir 
(13) und (20) combiniren, also 

Xh -H- Yy ■+ Zz «: Aa 

welche in Verbindung mit der bekannten DiflFerenzialgleichi^ng derselben die exacte 
Gleichung der Niveauflächen liefert. Wir werdferi aber \^on j^tzt an die absoluten 
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Massenanziehungen von den Axifngalkräften sondern^ wodurch obige Gleichung die 
folgende Form erhält 

Xx + (Y + iy) y + (Z + iz) z = Aa (A4) 

und die Gleichung der Bedingung des Senkrechtstehens der Oberfläche zu den Total- 

Kl*3ltiT.ftTl 

Xdx + (Y 4- iy) dy + (Z + iz) dz = 

Multipliciren wir sie mit einem constanten Factor m^ so ist sie zugleich als Differenzial- 

gleichung von (24) anzusehen. Die Gleichung (24) enthält die Kräfte X, Y, Z, die 

als Functionen der drei Variabeln x, y, z zu betrachten sind, so dass man an ihrer 

Statt setzen kann 

F (X, y, z) = Aa 

wobei, wie klar ist, F (x, y, z) eigentlich und bestimmt die Form f (x, y, z) + i (y- +z*) 
hat, so lange als die Masse eine Umdrehungsbewegung hat. 

Differenzirt man partiell, so erhält man 

(di) = -^' (Tj) = - (Y + iy); (d£) = - (Z + -) 

und die Taylor-Madaurin'sche Reihe gibt 

dF d^ F d« F 

F (X + dx, y + dy, z + dz) = F + - + ^ + f-^ + 



• ■ • 



wo d F, d^ F etc. die totalen Differenziale der Function bezeichnen. Setzt man nim 
X, y, z gleich NuU und dx, dy, dz resp. gleich x, y, z, so erh&lt man 

F (X, y, z) = F (0) +'n (0) X + Ax« + ffxy + Txz 4- . . . • 

+ <D (0) y + fxy^ + »yz 

4- ^ (0) Z + KZ» 

worin n, 4>> 'V die ersten Partialdi£ferenzialquotienten bedeuten. Es ist also allgemein 

Aa =3 M X« yß zr + M' x* yf z* + . . . + i (y* + z*) (Ä5) 
Man differenzire diese Gleichung partiell also 

mX = fgrl = «Mx«-iy^zy 4- fM'x»— »yfz* + . . 

^dF 
m (Y + iy) = (j-^ = i3Mx« y/»-i zr + ^M' x* yf-i z* + . . + 2iy 

m (Z + iz) = (g^) = yMx« yß zr-i + ^M' x« yC z*-' + . . . + 2i« 
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Werden die»e drei Gleichungen addirt, nachdem man die erste mit x, die zweite mit 
jj die dritte mit z multiplicirt hat^ so erhält man 

mAa =r (« + /3+ y) Mx«y/»zy + (^ + ^+Ä) M'x'yCz^+ . . . + 2 i (y^ 4- z^) 
woraus durch Vergleichung mit (25) hervorgeht, dass 

m = (« + i8 + y) = (f + ^ + a) = .... = 2 
sein müsse. 

Die Function F ist also ebenfalls homogen und zwar vom zweiten Grade, in 
dem sie nunmehr die Form 

Ax- 4- /xy- 4- yz^ 4- (Txy 4^ ri^z 4- «yz = Aa (86) 

annimmt, worin die allein mögliche Figur von den angenommenen Eigenschaften alcT 
dreiaxiges EUipsoid im allgemeinsten Sinne erkennbar wird. 

Geben wir noch einen Augenblick Acht darauf, dass die Gleichung der Ober- 
flftche als eine Function dargestellt worden ist, in der die Glieder nach Potenzen der 
Coordinaten mit ganzen positiven Exponenten fortschreiten. Müssen denn nothwendig 
die Exponenten otj iS, y und so weiter hinauf ohne Ausnahme positiv und ganz sein? 
Theils freilich liegt dies in der Art der Reihenentwicklung begründet, theils aber und haupt- 
sächlich in der Natur der Anziehungen. Weil nämlich F (x, y, z) stets endliche Werthe 
hat und auch die Coordinaten stets Werthe besitzen, die zwischen Null und bestimm- 
ten endlichen Werthen liegen, so müssen die Coeffizienten M, M' . . . endlich sein. 
Sind sie es nicht, so ist die Reihenentwicklung nach steigenden ganzen und positiven 
Exponenten der Veränderlichen x, y, z unmöglich. Gesetzt also, die Coeffizienten 
M, M' u. s. w. könnten nur endliche Werthe geben, worin «, /3, y zum Theil oder 
insgesammt gebrochene oder gar negative Zahlen wären, so wäre dies mit der Natur 
der Componenten X, Y + iy u. s. w. unvereinbar. Denn da (« + /3 + y) gleich 2 
sein soll, so würde, wenn eine dieser Grössen z. B. ß kleiner als 1 wäre, nothwendig 
für y = der Werth von m (Y 4- iy) gleich oo werden, was unmöglich ist. Es 
muss also einer der drei Exponenten jedenfalls stets der Null gleich sein. Es gilt 
mithin die Gleichung (26) auch für die Oberflächen der obgenannten ersten Art. Wir 
sind also durch diese Betrachtungen zu dem Resultate gelangt, dass diejenigen Gleich- 
göwichtsfiguren einer rotirenden Flüssigkeit, deren Niveauflächen ähnlich und homo- 
thetisch sind, nur EUipsoide sein können. Es ist nun aber auch aus der analytischen 
Mechanik' bekannt, dass eine von zwei ähnlichen und hömothetischen Ellipsoiden be- 
gränzte Schicht keine Anziehung auf Puncte ausübt, die innerhalb der kleinsten Ober- 
fläche liegen. Es ' fallen mithin die beiden oben untersuchten Arten von Gleich- 
gewichtsfiguren in die erste zusammen. 

Wir kehren zur Gleichung (26) zurück, sie ist die Mittelpunctsgleichung und 
es lässt sich leicht zeigen, dass das EUipsoid sich um eine seiner Hauptaxen drehen 
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muBS; Denn nekmen wir an j es drehe sich das Ellipsoid um einen« andern' Durcb- 
messer^ so würden, da die absolute Massenanziehung an den Polen nanhr- dep fiicfatun]^ 
der drei Axen hinwirkt, die Axifugalkräfte iy und iz des einen der Pole jede in zwei 
andere zerlegt werden können, in eine nach der Richtung der Axe und in die darauf 
senkrechte. Wäre die letztern Componente nicht Null , was in dem angerionitnetteil 
Falle unmöglich ist, so wÄre dp nicht in allen Puncten der Oberflache gleich Null, 
also die Masse auch nicht im Gleichgewichte. Dies kann also höchstens nur dann 
eintreten, wenn die Drehungsaxe mit einer der Hauptaxen zusammenfallt; dass es 
immer die kleinste ist, so lange das Verhältniss der drei Axen ein endliches bleibt^ 
wurd weiter unten in § 6 bewiesen werden. Man kann nun auch annehmen, dass die i>eiden 
andern Cbordinaten den übrigen beiden Axen des EUipsoides parallel seien. Die 
Oberfl&ohe erhält auf diese Weise die einfachere Gleichung 

Ax*^ + ^y--^ + vz^ — Aa (»») 

Wir wollen die Werthe von A, fAy v genauei^ ermitteln. Bezeichnen a,. b, c die 
drei Halbaxen des EUipsoides, so ist bekanntlich 

•jr'J ^^ 7*2 

— 4- Z- 4- — = 1 
a2 ^ b2 ^ Q^ ^ 

aus deren Verbindung mit (27) folgt 

Aa Aa Aa - .^gs. 

^ ~ a« ' ^ ~ b* ' '^ ~ ^ ^^"^ 

Sind ferner A, B, C die Grössen der Schwerkräfte an den drei Polen der El- 
lipsoides, so ist nach (21) 

Aa = Bb = Cc (»») 
und folglich noch 

A B' C ,«^^v 

Demn&chst erhalten die Gomponenten der Anziehungien die Werthe 

= A^; (Y+iy) = Bg; (Z + iz) = C3 (31) 

und die Oberfl&chengleichung die exacte Form 

A^ + B^ + C - = Aa = Bb = Cc (3*) 
a b c 
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Einige Beziehungen der relativen Schwerkraft der ellipsoidischen Gleichgewichts- 
flgnren zu gewissen geomyetrisohen Verhältnissen derselben. — Isodynanusche 

Onrven nnd Flächen. 

Da sehr häufig die Grösse der Schwerkraft verschiedener Orte zur Bestimmung 
.der Figur des Erdkörpers verwandt worden ist, so ist es von Wichtigkeit, eine mög- 
lichst einfache Beziehung der Schwere zu den Coordinaten irgend eines Punctes der 
Oberfläche z\t erfinden. Es findet erstlich eine sehr merkwürdige Beziehung zwischen 
der Schwerkraft P und den drei Normalen ny„ n„, n^^y statt, nämlich 

P =A.2zL=B.^' = C.^ (33) 

flf D C 

wie ans (14) und (31) hervorgeht, d. h. die Schwerkraft ist den drei zuge- 
hörigen Normalen aller Puncte der Eliipsoides proportional. Wenn 
man nämlich erwägt, dass die Grössen A, B, C denen von a, b, c proportional bleiben» 
indem man von einer Niveaufläche ?u irgend einer andern übergeht, so findet auch 
für irgend welche zwei Puncte zweier verschiedener Niveauflächen die Proportiona- 
lität Statt 

P : P' = Dy. : n'y, = n„ : n'„ = n,y : n'^y 

Wir wollen nun auch dieselben Kräfte durch Coordinatengleichungen aus^ 
drücken. Aus der Gleichung 

P^n = X ^x + (Y + iy) ^y 4- (Z + iz) h 

folgt zunächst eine Relation zwischen P und A: 



p 


- a-^ n,. 




2*a 


A " 


" c» n,. 



und weil im dreiaxigen Ellipsoide 

Hy, : ii„ : n,y = a« : b« : c« 
so erhalt man noch einen andern Ausdruck fttr die Schwctrkrafit in 






b« 
Wir fQhrep hjer eine einfachere gebräuchliche Bezeichnung ein, n&mlich 



b» — a« __ „ e« ~ a« _ ^„ 
a2 ^ ' a« ^ 
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indem wir voraussetzen, dass a die kürzeste Halbaxe sei. Auf diese Weise wird 



vn 



^ A'' - ^:|- A'« (3«) 



b* 
und wenn man die rechtwinkligen in Polarcoordinaten ausdrückt, 



A 



]/. X^ (A-^ + 2) , K'^K'* + 2) 



K." 



A- ^'• 



cosff« — .0 . , cos^-^ 



^2 ^ 1 ^w.^ ^,0 ^ 1 



Alle Beziehungen, welche nun für das ganze Ellipsoid gültig sind, gelten 
auch für jeden beliebigen Schnitt desselben der durch eine Ebene erzeugt ist, wenn 
nur die Kräfte, welche die TReilchen des elliptischen Schnittes angreifen, nach der 
Richtung der Ebene geschätzt werden. Dem gemäss ist die Resultante aller die 
Puncte einer und derselben Niveaulinie eines solchen ebenen Schnittes solUcitirenden 
und nach' der Richtung desselben geschätzten Kräfte der Normalen des Bogenelements, 
worin der Pünct liegt, proportional. 

Legt man eine Gerade in irgend welcher Richtung durch das Ellipsoid, so 
findet füi^ die beiden obersten Niveauflächen die Gleichung 

statt, und da bekanntlich is und h' gleich sind, so folgt daraus auch die Gleichheit 
von T und T'. 

Wir haben oben unter R die eigentliche Centripetalkraft verstanden; da nun 
R für alle Puncte der Oberfläche denselben Werth behält, wenn r constant bleibt, so 
erhält man die Curven constanter Centralkräfte durch den Durchschnitt einer mit dem 
Ellipsoide concentrischen Kugeloberfläche. Es giebt auch Flächen innerhalb des 
Ellipsoides, auf deren Puncte die Gesammtkraft der Schwere überall mit gleicher In- 
tensität wirkt ; sie können isodynamische Flächen genannt werden. Auf der 
Oberfläche treten sie zum Vorschein iu den isodynamischen Curven. Wir erhalten 
ihre Gleichung aus (35), indem wir P als constant betrachten, und dafür mA setzen. 
Es sind also die fraglichen Flächen concentrische Ellipsoide und ihre Formel ist 

a*m*^ ^ b*m^ ^ c* m- ^^^^ 

Der Sinn dieser Formel in Worten ausgedrückt, ist: Die isodynamischen 
Flächen sind eUipsoidische Flächen im Innern der Masse, deren 
Halbaxen sich verhalten wie die Quadrate der Halbaxen des Haupt- 
ellipsoides oder wie die drei Normalen irgend eines Punctes einer 
Niveaufläche. 
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Schliesslich wollen wir bemerken, dass die Grösse des hydrostatischen Druckes 
in allen Puncten des Systems sich berechnen l&sst aus der Gleichung 

x^ v^ z^ 

Aa — 2p = A — + b4- +C- (38) 
'^ a b' c ^ ^ 

welche man durch Integration der Gleichung 

^ a b "^ c 

erhält. Er erreicht sein Maximum für x, y, z gleich Null und erhält alsdann den 

Aa . . 

Werth -ö~.f, wo ^ die Dichtigkeit des Fluidums bezeichnet ujid im Vorhergehenden 

der Einheit gleichgesetzt worden ist. 



§ 6- 
Yon den drei ellipsoidisohen 

Es gibt innerhalb gewisser Gränzen der ümdrehungszeit bei constanter 
Dichtigkeit wenigstens sechs von ellipsoidischen Flächen begränzte Körper, welche 
den Bedingungen des permanenten Gleichgewichts einer freien Flüssigkeit genügen. 
Im üebrigen gibt es noch mehrere andere von nicht ellipsoidischen Flächen begränzte 
Figuren, nämlich ringförmige, die die Flüssigkeit bei derselben Rotationsgeschwindigkeit 
im Zustande des Gleichgewichts annehmen kann. Bei constanter Dichtigkeit und zuneh- 
mender Rotationsgeschwindigkeit nimmt jene Anzahl ab. Wir unterziehen diese. Figuren 
besonderen Betrachtungen, zunächst die drei wahren EUipsoide, als deren Entdecker 
Maclaurin, d'Alerabert, Laplace, Jacobi genannt werden. Von ihnen iat 
erwiesen, dass zwei Rotationsellipsoide und ein dreiaxiges EUipsoid Gleichgewichts- 
figuren sein können. Wir haben im vorigen § vorausgesetzt, dass das dreiaxige 
EUipsoid sich im Zustande des Gleichgewichts stets um seine kürzeste Axe drehen 
müsse. Die Componente X wird bestimmt durch die Gleichung 

Y 4gr/gbc r^ u- du 



fvn 



l u2 

Substituiren wir u = cos\|y und a- tang \|;*- = 3^, also a^ :; — = 3, oder 

a^ 
u^ = -^5 — i — X und setzen darnach 

^0 + ^)0 + ^)0 + ^) = « 

5 



u 



•o wkd 



«» da 



'•''^^/0 + ^)K 



.« d;^ 



2'/fÄ/r.+ »)R (»») 



« da 



'^^^/"0 + „4)B 



Die Bedingung des Gleichgewichts ist also 
OD d^ 00 d^ 00 dB 

oder. 

«> ÄdÄ , ' ^ 00 ddB 

,r c« — a2 /^ ^ X b- — a« 



^ •((• + a4) (1 + ^) K = T^/Cl + ^-) + ^) R 



c* a 

« ad0 



2 c-^ /(l 



+ P)0 + |)R 



(40) 



Da V und B stets positiv sind, so muss die Ungleichung v > ^ stattfinden. 

Dabei k^nn mit der Annahme b z c stets Gleichgewicht bestehen. Wir wollen sur 
nüchst die Gr&nzen der Ellipticitäten bestimmen. Drückt co die WinkdgeBobwiindig^ 
keit aus, so sind die nach y und z gerichteten Componenten der Axifügalkraft #'y 
ttnd 0)* z, welche wir oben mit iy und iz bezeichnet haben. ' Wir setzen min 



2 9r/e 



worin / die Anziehung der Einheit der Masse in der Einheit der Entfernung bedeutet. 
Die Bedingung des Gleichgewichts der Rotationsellipsoide ist alsdann 

-g— .-- - — arctangA = (41) 

Differenzirt man diese Function nach A, so erfordert die Coexistenz der Gleichung 
(41) mit ihrer Ableitung die folgende 

A (7 A' + 9) ^ _^ . , -«. 
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Difise Gleichang bestimmt die Gr&naen rxm V und a, ausserhalb denen dab <(BJiektb>> 
getricht mit einer elliptiflohen Figur uivereinbar ist. Hach der sehr genauen Berechnung 
von Aamus amd diese V* 3= 0,2246657 und x' = ^,5293, wdchen Wölken die 

b *-** 8> 

Abplattung .— = l,ri98 oder das Axenverhältniss 2,7 19& entspricht. Bei einer 

a 

ins UnendUcbe abnehmenden Winkelgeschwindigkeit oder wachsenden Di<;htigkeit 

geht diese Figur in ein weniger abgeplattetes oder in das stärker abgeplattete EUipsotd 

über, dessen Gränze der unendliche Discus wird. Das weniger abgeplattete kann an 

einer bestimmten Granze auch noch in das dreiaxige Ellipsoid übergehen. Diese 

findet sich nach Ivory*) bei 

V« = 0,18692 und - = 1,7150, 

a 

Welche Wertbe später, durch Meyer verbessert und resp. gleich 0,1*711 und /ly71frl 

gesetzt sind. Die Gränzen dieser beiden verzweigten Formen sind die Kugel und 

der unendliche Cylinder. Folgendes Schema möge diese Verhältnisse etwas näher 

verdeutlichen : 

y^ = 0,2246657 Revolu tionsell ipsoid 

Ellips. revol. («) Ell. revol (ß) 

(Laplace) 



V* = 0,18711 . EIL revoL oc Ell. trium ax, inaequ. 

(Maclaurin) -(Jacobi) 



V = 0,000Q0 . . Kugel ünendl. Oyl, Unendl. Discus 

a:b:c 1:1:1 1:1:qo ' l:ao:oo 



§.7. 

Von den drei cjtindrisdien Oleidigewiolitsfigiiren mit Oberflächen zweiten Grades. 

Es kann auch noch Gleichgewicht stattfinden, wenn der in § 2 erwähnte Fall 

eintritt^ in welchem Aa den unbestimmten Werth O.oo annimnit und naeU der Riob^ 

tung der Drehungsaxe keine Veränderung des Druckes stattfindet, so dass man nur 

die Bedingungsgleichung 

Bb = Oc (430 

behält. Dies ibt nämlich beim unetidlichen Cylinder der Fall. Der Werth Aa hält 

hier in allen Fällen jenen Druckgrössen Bb und Cc das Gleichgewicht und die 

Flüssigkeit wird eine permanente Figur bilden, so lange nicht jener Druck gegen die 

■ 
•) Phil. Tkns. 1838. ' 

5» 
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Obieiffiftche^ aondern nach* dem^ Innern gerichtet ist. Im erstem Salle mttsste im All- 
gemeinen eine Zerstreuung der Materie eintreten, wenn nicht* eine gewisse allen 
Flüssigkeiten eigenthümliche Zähigkeit dieselbe zu. einer andern Gleichgewichtsform 
überführte. Die möglicher Weise eintretende Zerstreuung findet aber auch ohne die 
Annahme der Zähigkeit niemals ins Unendliche statt. 

Um die möglichen Axenverh&ltnisse oder die Wurzeln obigeV Gleichung zu 
bestimmen, ersetzen wir dieselbe durch die andere 

(B' + ib) b = (C' + ic) c (44) 

wo B' und C die von der relativen Schwere gesonderten absoluten Massenanziehungen 
bedeuten. Beim massiven Cylinder ist der Druck Aa oder Bb nach dem Anfangs- 
puncte der Coordinaten gerichtet, also als negativ aufzufassen ; jede der Axifugalkräfte 
ist aber dem Sinne ihrer Richtung nach positiv. Hieraus geht denn hervor, dass 
zum Gleichgewichte die beiden Ungleichungen 

B' ^ ib; C ^ ic 

in Verbindung mit der Gleichung (44) hinreichend sind und deswegen der Cylinder 
mit kreisförmigem Querschnitt innerhalb jener Gränzen stets eine Gleichgewichtsfigur 
bilden kann. Es ist aber auch von Interesse zu wissen, ob nicht auch ein anderes 
Verhältniss der Halba^jen b und c als das der Einheit zwischen jenen Gränzen vor- 
kommen kann. Zu dieser Untersuchung bedarf es der Kenntniss von B' und C. 
Die Ausdrücke der Componenten X, Y, Z der Anziehung des dreiaxigen EUipsoides 
reduciren sich auf folgende 

X = • 

t 

A u du 



Y = _4./,-y/^____ 



(45) 

^v l -\- K' u- 
(. 1 u du 



y\ + A- u*^ 

c« — b» 
wenn b als kürzeste Ualbaxe angenommen und — rj — durch a* ersetzt wird. Die 

Formeln in (39) reduciren sich auf folgende 

Y-- gor/v- y /*' " ^ 

z * dÄ 
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Durch Integration der beiden. Gleichungen eirhält-man 

Da nun für jeden Querschnitt des Cylinders die Gleichung 

(1 + A^) y^ + z- = c--* 

stattfindet, so folgt daraus, dass die Resultante der absoluten Massenanziehung in 
allen Puncten der Oberfläche constant ist, nämlich 

VY^^Fzr^ = 4,/^ ^-^^ (49) 

Drücken wir nun den Werth ^l + \'-^ durch p aus, so ergiebt sich als Bedingung 
des Gleichgewichts 

2 — V 2 — V 

p» ^^— p-^ + — y- p _ 1 = (50) 

Diese Gleichung liefert fttr p den Wurzel werth 1, der von V uuabh&ngig ist. Die 
beiden andern Wurzeln sind 

1 — V 



^ ± V c^y- 1 (Äi) 



woraus V < J als Bedingung der Realität dieser beiden Wurzeln von p entnommen 
wird. Für diese Wurzelwerthe muss stets die Relation 



(b + c)* 
stattfinden. 

Was den Wurzelwerth p = 1 betrifft, so gilt dieser stets, so lange die Un 
gleichung B ' ^ ib stattfindet. Da nun nach (47) 

80 geht hieraus die Bedingung hervbr: 



b + c 
also fttr p = 1, oder b = c 

y S 1 (53) 



• 
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Nun hat die Gleichung (50) zwar 3 Wurzelwerthe^ indeaa sihd die beiden 
von (51) nur einander reciprok, insofern 

k + Kk« — 1 

t 

ist. Hierdurch ist offenbar nur eine Vertauschung der Hfilbaxen b und c bezeichnet. 

Man kann also folgenden Satz aussprechen: 

» 

Für den unendlichen massiven elliptischen Cylinder sind 
innerhalb der Gränzen V == und V" = 0,5 zwei verschiedene 
Axenverhältnisse, innerhalb der Gränzen V" und V" = 1,0 nur 
ein einziges möglich. 

Ausser diesen zwei cylindrischen Gleichgewichtsfiguren einer rotirenden Flüssig- 
keit gibt es noch e'ine dritte, nämlich den von zwei concentrischen kreisförmigen 
cylindrischen Flächen begränzten Hohlcylinder. Aus der Natur der Anziehung des 
hohlen Cylinders auf seine Theilchen geht hervor, dass im Zustande der Ruhe sicH 
das Maximum des hydrostatischen Drucks in der Innern Oberfläche befinden wird, 
indem alle Anziehungen normal gegen die Axe gerichtet sind; Weil nun die Anziehung 
von der innersten Oberfläche bis zur äussersten nach einem bestimmten Gesetze beständig 
zunimmt, so mus& sich eine Rotationsgeschwindigkeit finden lassen,, bei welcher der 
Druck auf die innere Oberfläche verschwindet. Denn bezeichnen wir die Massenan- 
ziehung auf irgend einen Punct, der sich in einem normal gegen die Axe gezogenen 
unendlich engen Kapilde befindet, mit R, da|i Theilchen mit J^r, so ist der im Zustande 
der Ruhe gegen die innere Oberffäche gerichtete Druck 



r' 



- Po =/?Rth- 

r 

* 

Da nun R als negativ, die Axifugalkraft ir aber als positiv aufzufassen ist, so kann 
man i so wählen, dass Gleichgewicht eintritt oder dass 

r' r' 

/^Rjr-f- i/ffch- = Ö (5*) 

r r 

wird. Da i nur einen Werth hat für bestimmte r und r', d. h. für Hohlcylinder von 
derselben Dichtigkeit und demselben Verhältnisse von r und V, so wird es stets 
ausser jenen zwei massiven noch einen Hohlcylinder geben, der zwischen den Gränzen 
V = und V == 1 dem Gleichgewichte genügt. Weiter unten in § 11 wird das 
Speciellere ih Betracht des Verhältnisses der Dimensionen von r und r^ zu der Ro^ 
tationsgeschwindigkeit abgehandelt werden. 



■so 



' >JU *■ 



§ 8. 
Anwendung des Frincips der Winkelfläehen auf die drei EUipsoide. 

Wir kommen in diesem Paragraphen zur Erledigung der oben in § 1 ausge- 
sprochenen Frage, ob, wiejjr^ es nach den bisherigen Untersuchungen sich herausgestellt 
hat, dass für die nämliche Umdrehungsgeschwindigkeit wenigstens sechs Figuren des 
Gleichgewichts möglich sind, es auch füp clie nämliche ursprüngliche Kraft; pder fttr 
eine und dieselben Grösse der Bewegung mehrere Zustände und Formen des Gleich- 
gewichts geben könne. Wl» können diese Untersuchung voriäufig nur auf die obigen 
sechs ellipsoidischen Körper ausdehnen und stellen in diesem Sinne die Frage auf, 



r 



wie viele reelle und positive Wurzeln für a, a' ipd — di^^Gleid^ui^geu (40), (41), 

(50) und (54) liefern, wenn die Summen der Moment? der in jedem Augenblicke 
vorhandenen Bewegungsquantitäten constant bleiben. Es ist bekannt, dass das Princip 
der Erhaltung der Momente eines freien den eigenen Anziehungen unt,epworfen^ 
Systems sich von d^m Princip der Erhaltung der Flächen nur formell untersuch ei/i?^ 
Ist nach der adoptirten ßezeichnungswei^e 2 a die Umdr^ehungsaxe und '^^ die 

_^ • .«Ute - - • • » • -^ >^ 

dieser Richtujg^ parallele <]!oordin9.te irgend eines Punctes der Masse, so j^t die Siim^e 
der während des Zeitelements dt von allen Th eilchen beschriebenen Winkelfläcjl^^ 
jede auf die Ebene des Aequators projicirt und* mit der Masse dm des Theilchens 
multiplicirt 

Drückt man die Entfernung des Massentheilchens von der Drehungsaxe durch 
r, den Winkel «wischen der Protection des radius vector auf die Ebene yz und der 
Axe der positiven y durch &, die Winkelgeschwindigkeit durch w gleich Kf aus, so ist 

« = -gj; dF — ^- =2 r«dt 

I 

Pud (55) nimxnt die bequemere Form an 

|dtsr»dm (ß4i) 

Hiernach ist also die Bestimmung des Werthes des unveränderlichexi Maximums jauf 
die Berechnung des Trägheitsmoments der betrachteten Körper rcjducift Nun ist 

1) für die Rotationsellipsoide (<») und Ji^ß) 

jr^ dm = ^ (1 + A'^)^ ä« = ^ b« i»t) 
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2) für das dreiaxige Ellipsoid 

rr«dm = ^{(l + X«)+(l + x'«)| V(H-x2)(l+A'«)a» = ^(b* + c«) (58) 

3) für den unendlichen kreisförmigen Cylinder 

Z r« dm = ^ b« (5f>) 

4) für den elliptischen Cylinder 

« 

£ r« dm = ^ (b« + c«) («•) 

y 

5) fOr den unendlichen Hohlcylinder mit radförmiger Basis und 
von derselben Masse 

Z r^ dm = j (r2 + r,«) (61) 

Wir wollen die wahren Ellipsoide und die Cylinder gesondert betrachten und die 
Bewegungsquantitäten bestimmen, indem wir die Massen bei je drei der Figuren als 
constant annehmen. Seien die Winkelgeschwindigkeiten der beiden Ellipsoide («) und 
(ß) und des dreiaxigen EUipsoides resp. gleich a, a', u", so sind die FlächensumineD 
resp. 

E.dt = ^h' («») 

E'. dt = ^^ b,* (63) 

« 

E". dt = ^' iK^ + c„'») («4) 

Hieraus folgt zunächst 

E : £0 = «b*^-: o^o b^^ (65) 

Es ist nun begreiflich, dass wenn man der Kugel, welcher der Werth « = 
angehört, eine Umdrehungsgeschwindigkeit ertheilt, sie sich immer mehr und mehr 
abplatten und bei einer Umdrehungsgeschwindigkeit o) in einen Zustand des Gleich- 
gewichts übergehen wird, welche zwischen den Gränzen und der mitgetheilten Ge- 
schwindigkeit liegt. Liegt dieses oj zwischen den Gränzen V = und V == 0,22466 
und ist die Flächensumme gleich E, so findet stets die Ungleichung E >* £^ 
statt, weil nach (41) innerhalb der angegebenen Gränzen <» > o)^ und b >^ b^ 
ist. Nimmt nun die Umdrehungsbewegung immer mehr zu , so dass sie schneller 
wird als die, welche der Gränze V = 0,2246657 angehört, so folgt noch nicht, dass 
die Flüssigkeit sich zu zerstreuen anfinge. Indem sich jetzt die Flüssigkeit von 
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neuem abplattet, f&ngt sie an eine Umdrehungsgescb-windigkeit anzunehmen, die sich 
von jener Gränse V ab an wieder der Gränze V = nähert. Wir erhalten somit 
sehr abgeplattete Ellipsoide derselben Umdrehungsgeschwindigkeit, bei denen sich aber 
die Bewegungsquantit&ten zu denen der Rotationsellipsoide (cc) verhalten wie die Qua- 
drate der grossem Axen ; mithin 

E : E' = b*^ : b,« (66) 

Wird b; unendlich gross, oder geht EUipsoid (ß) in den Discus über, so wird «, = 
und hier findet zugleich ein Maximum für E statt, nämlich E' = oo. Es gibt aber 
nicht in allen Fällen nur oinen einzigen Werth von \ für einen bestimmten Werth 
von E. Diese Function nähert sich noch in einer andern der ellipsoidischen Figuren, 
von einem bestimmten Werthe von E ausgehend, derselben Gränze, nämlich im drei- 
axigen Ellipsoide. Es ist von Ivory und Meyer bewiesen worden, dass ein drei- 
axiges EUipsoid zwischen den Gränzen V® = 0,18711 und V = stets in der 
ganzen Ausdehnung eine und zwar nur eine Gleichgewichtsfigur bilden könne, dass 
es also für ein bestimmtes innerhalb jener Gränzen gelegenes V immer nur einen 
Werth von \ und einen entsprechenden von \' gäbe. Dabei nähert sich a dem 
Werthe und x' dem Werthe oo fortwährend, bis V = wird. Nun lässt sich 
zeigen, dass ein solcher Prozess physisch nur eingeleitet werden kann, wenn man von 
der Gränze V® = 0,18711 dem dreiaxigen Ellipsoide suc^essive eine schnellere Um- 
drehung ertheilt. Betrachten wir irgend einen Punct der Masse, dessen Coordinaten 
X, y, z sind und deren Verlängerungen die Oberfläche in Puncten schneiden, deren 
Coordinaten x', y', z' sind, so werden die Bedingungen des Gleichgewichts ausge* 
drückt durch folgende Relation 

x' y' y' z' z' 

— p —f^Xh. =fq^h + i/f y <Jy. = /? Z J^ + i/fz,Jz (ßH) 

X . y y z z 

Denkt man sich die Verlängerungen der Coordinaten als Kanäle, so wird bei 
wachsendem i eine Strömung in diesen Kanälen entstehen. Integriren wir den zweiten 
Theil der Gleichungen, so wird 

X' . y' , z' 

- P=/fXjx=/fY(jy+^f(y-^-y--)=/?ZJz + U (z'^-z^) {ß») 

X y 2 z i 

c- 
Nun ist (z'« — z") = ro (y' *^ — y^) 

folglich Z'2 _ Z2 > y/2 _ y2 

Bei wachsendem i wird also der Druck nach der Richtung der z kleiner als 
wie nach den beiden übrigen Richtungen, mithin wird von x und y her etwas nach, 

6 



9 einatrömön., hi& d^p Gleiob^gewicbt wie^i^r ber|;esl»llt f ißt. DiQ( Axe 3 o wird alBo« 
verlagert djuxch eine Vermehcung deir Mom/^ntensiiminß« Dda Glaiebgewicht tritt 
abßr erst ein, wenn djoroh die Abplattung ^inQ. geringere Ratationsgesobwindigkeit 
eiug^treteo. isjt, aU die nraprünglicbQ ww. Die AusgleichuDg des I>ruekfia von den 
Kanälen x und y her geschieht mit dem Erfolge, dass Kx^^^TJ : einen geringeren als den 
ursprünglichen Werth erhaUen hat. Es gilt aber für diese Fälle die Gleichung (64), also 

E" : E = öü" (b^*^ + c,/^) : « (b2 + c*^) (69) « 

Da nach dem Vorhergehepdßn E" zunimmt, «" aber abniDOimt, so ist stets. 

K' + c,r > b« + c*^ (lO) 

und da bei V« = 0,18711 (69) in (6$) übergehe, so ist die FlächenawuÄie bei dem, 
im Gleichgewichte befindlichen dreiaxigen ElUpsoide stets grosse ala d^ ein^s Rota* 
tionsellipsoids, welchem gleiche Dichtigkeit besitzt. und desis^n BrOt^ionsgqsdbi/windigkeit 
zwischen den Gränzen V® = 0,18711 und V =;=.0 liegt. Da c,, endUct den Werth oo 
annimmt, so findet hier ein zweites Maximum, für E statt, nämlich E/' == qp- Es 
entsprechen nun dem Werthe V^ = 0,18711 die Gleichungen 

1 -4- X* = (1,7161)2 und « = Ko,18711. 2w/f 
und da femer 



E = ^y^y, mj (i + A')* (M) 



80 entspricht demselben Werthe von V die Gleichung 

E = 1,43338 . '^"■^"■'■^^^^ M* (W) 

Hieraus folgt nun der wichtige Satz, dass für jede Quantität d^r Be- 
wegung, welche zwischen dem oben angegebenen Werthe von E und 
E = liegen, die Flüssigkeit immer nur eine ellipsoidiscKe, Fig ur 
annehmen kann, für jede Bewegungsquantität aber, die zwischen 
derselben Gränze und dem Werthe E == oo liegt, stets zwei ellipsoi- 
discfhe Formen möglich sind, entweder ein Rotationsellips^oid (ec) 
zwischen den Gränzen Vo= 0,18711 und V' = 0, 224665 7und ein 
dreiaxiges Ellipsoid zwischen den Gränzen V^ und V = oder ein 
Rotationsellipsoid (j3) und ein dreiaxiges Ellipsoid. 

Man kann aus diesem Satze deutlich ersehen, wie sich eine ruhende flüssige 
Kqgel verhalten muss, wenn man ihr momentan oder successive eine endliche oder 
unendliche RotationsgescJiwindigkeit ertheilt, oder ein sehr abgeplattetee «and ein drei- 
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axiges EUipsoid, wenn man momentan oder successive die Rotationsgeschwindigkeit 
aufhebt. Die letztgenannten Formen werden anfangs bei einer immer grösseren 
Rotationsgeschwindigkeit ins Gleichgewicht kommen und bei yerscfewindehdfeiti !E die 
Kugelform annehmen. , 

. § 9. 

Anwendung doBselben Princips auf die drei onendliohexi Cylinder. 

Nach den vorangegangenen Betrachtungen Ober die wahren Eilipsoide ist ös 
nun auch leicht, das Verhalten der unendlichen Cylinder zu erkennen. Für den kreis- 
förmigen Cylinder ist 

E dt =' ßD ^ b^ . dt (79) 
Pur den elliptischen und den hohlen Cylinder resp. 

E'dt ==«'11 (b,« + c,ä) dt (t*) 

E" dt = «" ^ (r2 + r,2) dt (7») 

Da nun beim kreisförmigen Cylinder b zwischen den Gränzen V = und V"' =1,0 

conatant bleibt, so hat man 

E : Eo = « : «0 . (ij^^) . 

d. h. es wächst die Umdrehungsgeschwindigkeit proportional E. Für den elliptischen 
Cylinder finden nun ebenfalls die in (68), (69) uftd (70) ausgesprochenen Gesetze statt, 
und zwar nimmt die Bewegungsquantität zu von der Gränze V" = 0,5 bis V = 0. 
Es gibt also zwischen diesen selbigen Gränzen immer nur eine einzige cylin- 
drische Figur, welche eine Bewegungsquantität besitzt, die innerhalb der Gränzen 

E = O und _____ 

.^^ Ko,5^2^/^ ^^.^ (^yj 

• ' E . 

liegt. Es lässt sich aber auch nachweisen, dass wenn man tj von dieser Stelle an 

wachsen lässt, bis es den Werth oo erreicht, es wenigstens zwei Figuren gibt, 
bei denen die Flüssigkeit in den Zustand des Gleichgewichts übergeht Wenn man 
nämlich zunäch3t die Beschleunigung der Rotation eines kreisförmigen Cylinders bis 
zur Gränze V"' =1,0 fortdauern lässt, so erreicht hier die Flächensumme den Werth 

E dt = ^^ ^A M b-^ dt ClS) 

In der ganzen Ausdehnung der hier angenommenen Gränzen V = und V" = 1,0 
sind natCkrlicherweiöe M und b* als eonstant zu betrachten ; ebenso die Länge des 
Cylinders. Bezeichnen wir diese mit L, so ist für den kreisförmigen Cylinder 

6» 



u 



E = .. Yjjiffl L . b* 



ö 



iür den elliptischen 

E' 



^ ^ '^•^ ^' L.bc (b* + c3) (80) 



'^^ 16 



In der letzten Gleichung sind L und bc als constante Grössen, weil M constant 
ist, (b* + C-) aber als eine variable Grösse anzusehen. Die beständigen Grössen M 
und L mögen nun. auch für die folgenden Entwicklungen gültig bleiben. 

Wenn der kreisförmige Cylinder nun mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich 
1^2 TT /f rotirt, so findet durch alle Theile und Schichten der Masse hindurch kein 
hydrostatischer Druck statt, und man könnte veranlasst sein zu glauben, dass die 
Flüssigkeit bei einer schnelleren Umgrehungsbewegung sich zu zerstreuen anfinge. 
Dies ist aber durchaus nicht der Fall. Im Gegentheil gibt es eine unendliche 
Menge von Gleichgewichtsfiguren, die die Flüssigkeit jetzt annehmen könnte. Ent- 
weder zerreisst der Cylinder in lauter Stücke, indem er in seiner ganzen Länge Ein- 
schnürungen erhält^ die Stücke verwandeln sich in eine Kette von Ellipsoiden der 
verschiedensten Grösse und von verschiedener Winkelgeschwindigkeit, und alle diese 
Sphäroide vereinigen sich durch die gegenseitige Anziehung nach Verlauf eines un- 
endlichen Zeitraums in eine unendlich grosse Kugel ohne drehende Bewegung. Denn 
da E und M constant bleiben, so hat man 

E = I M.b'^ = j Ma2 

und folglich 

«' : öü = 5 b-* : 8 a-^ 

Ist nun b endlich gross, so ist der Halbmesser der Kugel unendlich gross, also «' = 0. 
Ober es bilden sich andere cylindrische Gleichgewichtsfiguren. Der Verlauf der Er- 
scheinungen wird abhängig sein von der Art, wie der rotirende Cylinder in seiner 
Umdrehung beschleunigt wird. Physisch wird in der Regel der hier zuerst erwähnte 
Fall eintreten. Analytisch kann hier noch ein anderes Verhalten der Flüssigkeit ge- 
dacht werden. Wir denken uns hier immer einen mathematisch genauen, durchaus 
homogenen Cylinder, der in allen Querschnitten so symmetrisch von den neuen Kräften 
augegrifl^en wird, dass in keiner Weise ein Grund vorhanden ist, dass eine ähnliche 
wie die oberwähnte Erscheinung eintreten kann, so lässt sich die Flüssigkeit durch 
einen kleinen Zuwachs der Umdrehungsbewegung noch in andere nahe liegende Gleich- 
gewichtszustände übergeführt gedenken. Erstlich kann dieser Zuwachs so über jeden 
Querschnitt vertheilt werden, dass die von der Drehungsaxe in verschiedenen Ab- 
ständen befindlichen Theilchen von verschiedenen, alle von derselben in gleichen Ab- 
ständen befindlichen von gleich grossen beschleunigenden Kräften angegri£fen werden. 
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Oder es kann dieser ZuTvachs der Bewegungsquantitftt erzeugt gedacht werden durch 
eine sehr dünne physische Drehungsaxe, welche die ihr zunächst liegenden Theilchen 
von 9ich SU entfernen strebt. Im letztern Falle werden Erscheinungen eintreten^ weklye 
denjenigen ähnlich sind, die wir bei den Plateau'schen Versuchen wahrnehmen. Es 
wird sich ein Cylinder bilden mit ringförmigem Querschnitte und einer Drehungs- 
geschwindigkeit, die wiederum im Abnehmen begriffen, also unter dem Werthe von 
y/// 2--. j Q gelegen ist. Wir setzen dies letzte vorläufig voraus, indem der Beweis 
weiter unten geführt werden soll. In dem ersten Falle und zumal dann, wenn es 
vorzugsweise die äussern Schichten sind, welche eine Beschleunigung der Umdrehungs- 
bewegung erfahl'en, wird sich der kreisförmige Cylinder in lauter coaxiale Hohlcylinder 
von verschiedener Dicke und verschiedener ümdrehungszeit auflösen. Da nun durch 
dieselben Bewegungsouantitäten jene unendlich vielfachen Systeme von. Gleichgewiclits- 
figuren* erhalten werden, so ist eben nicht mit Unrecht bemerkt worden, dass es un- 
endlich viele Figuratiotien gäbe, welche auch dann noch dem Gleichgewichte der 
Flüssigkeit genügen, wenn man über jene Gränze hinaus derselben stets von neuem 
eine schnellere Umdrehungsbewegung mittheilte. Da wir es uns indess zur Haupt- 
aufgabe gemacht haben, über die continuellen' Formen abzuhandeln, so wählen wir 
von allen jenen Möglichkeiten den einfachen Hohlcylinder aus, in welchem demgemäsf 

E . . . . . ' 

der Werth ^ ein zweites Maximum erreicht. Es ist nämlich . 

E = g M . (r^ + r/^) 

und weil (r**^ — r^^^ ^ = b- tt =^ constans 

E 2r- — b2 ^ 

so wird Ij = g ^ (81) 

E . . E 

Bei wachsendem tf nähert sich (ü der Null, also ergibt sich fttr irf = Q© die Beziehung 

2 r- — b- = 00 und r = r, = oo 

d. h. der^ Hohlcylinder geht bei dem Werthe V == in eine unendliche grosse und 
unendlich dünne Ebene über, oder es findet das Axenverhältniss statt : 

a : b : c == oo° : oo : oo 

Die genaueren Beziehungen zwischen oa und r werden in dem nächstfolgenden Para- 
graphen festgestellt werden. Schliesslich mag hier noch % bemerkt werden , dass 
nach dem Vorhergehenden für den unendlichen Cylinder oo : l : 1 der Ausdruck 

Z m . r* C'^^J ^* ^^^ Minimum bildet , für die Cylinder 1 : 1 : oo imd oo" : oo : oo 
aber Maxima. 
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§ 10. 

▼on Aeai BMchvaigen der Bwe^tuig: eines hohlen homogenen im OleidigeWidktb 

hefindlidien Cylinders mit tingfönnigem ftuex^hnStt . 

Die hohlen Cylinder, namentlioh die t heterogenen, verhalten sich in vielpn B.e- 
z^ie^ui^gen sehr merkwürdig und wenn sie am Ende iau^h njir ein matheniatisoh^ 
Ipteresse bieten, so sind sie doch äusserst fruchtbar für die Theorie des- Gleicb- 
jgewichts materieller flüssiger Systeme. Wir wollen hier zunächst die Gleichung der 
Bewegung für den homogenen Hohlcylinder ableiten. Seien r und r, wiederum*. die 
beiden Radien, R die Massenanziehung eines Punctes eines npi^malen Querschnitts, 
dessen Entfernung von der Axe gleich z i^t. Um ^ zu berechnen , gedenken wir 
uns den Cylinder in lauter un€;ndlich dünne Schichten von der Dicke d^ getheilt; d^ 
Halbmesser eines solchen Hohlcylinders möge m^t ^ bea^eichnet werden. Alsdann ist 

z 
r. 

Für einen Punct der äussern Oberfläche ist z ==^ r, also 

für einen Punct der innern Oberfläche aber R" = 0. 

Die Untersuchung gestaltet sich am anschaüjücheten , wenn man jetzt fi als 
Ordinate, z als Abscisse und die Gleichung (82) als die einer ebenen Curve betrachtet. 
Die Form derselben ergibt sich nun leicht. Man differenzire die Gleichung P^'^mni 
nach z, also 

« 

Die Curve ist gegen die Abscissenaxe convex und zwar ist sie ein Stück von 
einem Aste einer Hyperbel, deren Mittelpunct mit dem Anfangspunkte O der z und 
deren eine Asymptote mit der Ordinätenaxe zusammenftllt (Fig. 3). ÖH ist die Ax:e, 
OF und OG sind die Asymptoten der Hyperbel, deren Gleichung sich aus (82) ableiten 
lässt. Sei y die Ordinate der Asymptote OF, so findet man nach den gewöhnlichen 
Regeln y = — 2 tt /f . z . 

Die Gleichung der Schwungkraftlinie OJ ist i| = i.^, also für ^=z ergibt sich noch 

n = -V.y (84) 

Ausserdem stellt O den Coordinatenanfangspunct , OA die Entfernung der innem 
Oberfläche, also den Werth r, und OB die der äussern, also die Grösse r dar. Hier 
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kommt nur das Stück AC in Betractit und eis stellt der Sector ABC bildlich die 

Grösse des Druckes dar , welcher durch die absolute Massenanziehung erzeugt wird. 

Diesem soll nun das Gleichgewidh* gehalten w^dön- durch die Axifugalkräfte. Diese' 

sjod! di^pi- W^tht) voDii ^ pi^o{)ortion)BÜI^ ' uad k&nnbu'als die Ordinaten deor Geraden. 

QJi b^tr^c^btiet. werden^ Sie bewiirken ^in^a.- Go^adruck^ wreleher jen^ni dms Gleicht 

gewicht hält und durch das Pai^all^trapez ABDE dargestellt wird. Es muss nämlich 

nach § t sein, identisch mit (54) 

r r 

r. V, 

"Wir integriren diese Gleichung mit Hinzuziehung von (82) und erhalten so 






•r ' 



D)q Grösse» des «Quetaebnifcts: ist oben eonstönt genannaaieni und swar gleich der Fläiiket 
eines Kceisos mit: dcffft^ Rfeuiiua b. Wir substituii?exk abo: 



und 



r*^ — r,2 = b« 



Die Gleichung (85) wird so auf die Form 

i r,-^ log nat (l + ^ 



(!S«) 



29r/f b* 

reducirfr, in welcher die Relationen zwischen der Oeflnung des Cylinders und der 

Drehungsgeschwindigkeit für den Fall des Gleichgewichts ausgedrückt sind. Wird 

diesem Gleichung zur Discussion gebracht , so geht isuis ihr hervor, dass V nie grösser 

als 1 ,0 werden kann ^ und dass V von 1 bis abnimmt , während das Verhaltniss 

r . . . b*-* 

TT ins Unendliche wächst. Denn setzen wir — :; = y, so ist 

b r,- •'^ 

(1 _ V) = log °^*- (1 + y) (s^ 

y 

welcher Ausdruck für y = di^ unbestimmte Form ^ annimmt. Nach gewöhnlicher 

Beb^Mid}ji«l^ 4ie^^s Ausdruckes eorh&lt man dafür dien Wertb 1. Ist V sehr klöin, so 

Cb^'^ b- b* 

1 + —öl näherungsweise — j — ö — z setzen, also 

V = >;, (88) 

I 

NehnE^ecD wii) für V boispielaweise den Werth 0,0022997, wekhek* der Dichtigkeit und 
WiokdlgQScbwtindigksit des Erdballs entapnoht, so erhält mair 
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r — — r^ 



0,0045994 



also r : r, = 1,002297 : 1 

und es würde sich demgemäss die Dicke der Schaale des Hohlcylinders zor mitüem 

Entfernung derselben von der Drehungsaxe verhalten wie 0,002291 zur Einheit Es 

r -^ r 
geht hieraus hervor , dass dies Verhältniss 2 — i — - sich immer mehr dem Werthe 
^ r + r, 

V nähert und endlich in ihn übergeht. 

Wir wollen noch die Natur des hydrostatischen Druckes bei diesem Gleich- 

gewichtökörper etwas genauer untersuchen. Da wo die Linie OE die ^ Curve AC 

schneidet, also in K, ist das Maximum des Druckes und es wird die Grösse desselben 

durch die Flächen AKD und EKC dargestellt, welche inhaltsgleich sind. Die Ordinate 

AD stellt die Schwungkraft in A dar und es ist stets AD >- CE und demgemäss 

auch das Maximum des hydrostatischen Druckes zwischen A und der Mitte von AB* 

In K^ ist die Intensität der Schwungkraft gleich der der Massenattraction und dies 

gibt uns die Gleichung 

oder wenn man statt z — r- den Werth u setzt 



k;i:;-. V 



1 ' 



u -^ 1 _ V _ "^ log nat (1 + y) (90) 



r — r, Ki+y—i V^l+y — 1 

Hier drückt u den Abstand der Schicht des grössern hydrostatischen Druckes 
von der innem Oberfläche aus. Für 

u 



und gleichzeitig ist für 



y 


— wu'd nun 

r — r, 


! 0,5 


für 


y = 00 wird = 

•^ r — r, 


: 


y = 


= der Werth von V = 


= 


y ' 


=: 00 V"' 

^*^ ij jj jj ' 


= 1 



Es geht also, indem y von bis ins Unendliche wächst, die Schicht oder 
Niveaufläche des stärksten Druckes von A nach der Mitte M von AB über. Die 
Linien AD und CE stellen ausserdem noch die relativen Schwerkräfte an der Innern 
und äussern Oberfläche des Hohlcylinders dar. Diese werden erst wieder einander 
gleich für y = 0. Nähert sich y derselben Gränze, so würde in (82) z immer mehr 
dem Werthe von r, sich nähern« Sei diese Differenz gleich d, so ist R gleich — 49r/fd 
mit Vernachlässigung sehr kleiner Grössen, d. h. die Anziehung wächst in diesem 
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Falle proportional der Entfernung d des angezogenen Punctes von der inneni Obet- 
fl&cbe. Setzt man endlich noch r gleich 2 r^, so ist in diesem Falle AD gleich 2 C£ und 

V = l _ ^-^«f^ = 0,5379 

Ans diesen Betrachtungen folgt denn schliesslich, dass, weil nach dem vorigen 

Satze £ mit r w&chst, a> aber abnimmt bis es für £ gleich oo in Null übergeht: fttr 

E 
jedes TTy d. h. für jedes Verhaltniss der Bewegungsquantität zur 

£ 
Masse des Cylinders, welches zwischen den Gränzen ^ = und 

^ = s *^^ b- liegt, die Flüssigkeit immer nur eine einzige 

£ 
Figur annehmen kann, für jedes Verhaltniss ^ aber, welches zwi- 

E 
sehen derselben Gränze und tE? ^= ^ li^gt^ stets wenigstens zwei 

solche Formen möglich sind, entweder ein Rotationscylinder und 
ein Hohlcylinder . zwischen den Gränzen V" = 0,5 und V" =z= 1,0 
oder ein elliptischer Cylinder und ein Hohlcylinder zwischen den 
Gr&nzen V" und V = 0. Hieraus lassen sich Folgerungen machen, welche denen 
in § 8 gezogenen ganz analog sind. 

Wenden wir uns noch einmal zur Gleichung (89) zurück, so drückt sie noch 
einen wichtigen Satz aus, der una später von Nutzen sein wird. Wir erfahren näm- 
lich aus derselben, dass die Bewegung des Cylinders gerade so ist, als 
wie die eines unendlich dünnen Hohlcylinders, dessen Halbaxe 
gleich z und welcher der Einwirkung des gegebenen Cylinders 
unterworfen ist. 

§ 11. 

Von dem Oleichgewiclite und der Vmdrehnngsbewegung heterogener Cylinder. 

Wir setzen bei der folgenden Betrachtung nur die Cylinder »mit kreis- oder 
ringförmiger Basis voraus, da die Cylinder mit elliptischem Querschnitte fClr den 
Fall der Heterogeneität einige Schwierigkeiten darbieten. Ferner unterziehen wir 
nur solche Flüssigkeiten unserer Betrachtung, deren Dichtigkeit sich nicht * stetig, 
sondern sprungweise ändert, indem wir ihnen relative Quantitäten geben. Wenn 
nun die Flüssigkeiten in der Ruhelage . die Form des Cylinders angenommen 
haben, so werden sich dieselben so angeordnet haben, dass in jedem durch 
denselben gezogenen Kanäle die specifisch schwereren Flüssigkeiten nach der 

Reihe die Schichten des grösseren hydrostatischen Druckes eingenommen haben. 

7 
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Dies folgt unmittelbar • aus den in ^ 1 angäetellten Betrachtungen. Die dicbteste 
Flüssigkeit wird also sich «m die Axe gelagert haben, auf ihr wiederum die Hiebst 
leichtere sich schichten und die Oberfläche von der leichtesten Flüssigkeit gebildet 
sein. Wenn die flüssige Masse nun aus dieser Ruhelage in eine mehr und mehr zu- 
siehmende Drehungsbewegung gebracht wird, so wird sich bqi einer geimsaen Winkel- 
geschwindigkeit zuerst die 9>usserste Schicht als ein hohler coaxialer Cylii>der ab- 
sondern, bei einer höher liegenden Gränze auch die zweite und so fort, und die 
einzelnen Hohlcylinder werden jetzt mit verschiedener Winkelgeschwindigkeit zu der 
Gleichgewichtslage gelangen. Man wird aber im Allgemeinen einen einfachen Hohl- 
cylinder mit heterogenen Schichten erhalten, wenn nur die der Axe zunächst liegenden 
dichtesten Schichten eine Beschleunigung der Drehung erfahren. Von der in dem 
Hohlcylinder möglichen Anordnung der verschiedenen Flüssigkeiten kann man sich 
auf folgende Weise eine deutliche Vorstellung verschaflfen. Wir untersuchen das 
Gleichgewicht mehrerer in dem communicirenden Rohre AB (Fig. 4) befindlichen Flüssig- 
keiten, die von verticalen Kräften angegriffen sein mögen, welche irgend welche 
Functionen ihrer Entfernung von der Oberfläche sein können. Legen wir eine Hori- 
zontalebene durch den höchsten und tiefsten Punct des communicirenden Kanals, so 
mnss der Drurk in jeder derselben gleich sein ; für die höher gelegenen Ebenen 
kann er verschieden sein, wenn z. B. die Kräfte und die relative Menge sehr un- 
gleich vertheilt sind, wie in Fig. 4. Jedenfalls aber wird die dichteste f die Schichten 
des stärksten hydrostatischen Drucke^ bilden. Findet nun bei der in der gedachten 
Zeichnung getroffenen Anordnung kein Gleichgewicht statt, so wird eine Bewegung 
der Flüssigkeiten von einem Rohre zum andern über C eintreten. Tritt sie z. B. von 
A nach B hinüber und in der Weise, dass die Flüssigkeit f ganz über C hinaus ge- 
drängt wird, so wird die specifisch leichtere e über f treten, diese wieder zurückfallen 
und so fort, bis das Gleichgewicht hergestellt ist. Diese Betrachtung läsat sich «uf 
den heterogenen Hohlcylinder anwenden, indem wir A und B als die Enden eines 
durch den Hohlcylinder von der innern zur äussern Oberfläche gezogenen Kanales 
betrachten. Aus Gründen der Einfachheit wollen wir vorläufig nur sfwei specifisch 
verschiedene Flüssigkeiten voraussetzen und die Gleichungen der Bewegung suchen. 
Es sei die Dichtigkeit der inneren schwereren Schicht ^, die der beiden äusseren BC 
und AD gleich ^'. Die Entfernungen der vier Oberflächen der FMssigkeSten von der 
Drehungsaxe nämlich OA , OD, OC und OB mögen respective durch r, , v„ , r,,, und 
r ausgedrückt werden. Ferner nehmen wir an, dass irgend ein Punct P in der Schicht 
AD von der gesammten Flüssigkeitsmasse mit der Kraft R gegen die Drehungsaxe 
getrieben werde und dass seine Entfernung von derselben mit z bezeichnet sei. Für 
die Schichten DC und OB wollen wir diese Grössen beziehlich durch P' R' z' -mA 
P«, R'', 7." ausdrööken. 
Dann ist 
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R = -2»/f' {^^-^'^[ (01) 



R- 



2»/^ {— zr"1 - ^-/^' r^^^ir^! (•»> 



R" 



Üenkt man sich jetzt wiederum die einzelnen Kräfte als Ordinaten, die einzelnen z als 

Abscissen, so erhält man drei sich schneidende Hyperbeln, deren eine Asymptote 

wieder von der R-Axe gebildet wird und deren zweite Asymptoten beziehungsweise 

durch die Gleichungen 

y == _ 2»/^^a j 

y, = — 2w/f.z, / (IMl) 

y«= — 2*/f^z,, * 

der Lage nach bestimmt werden. Die Gleichungen der Linien, welche die Schwung- 
kräfte darstellen, sind mit Rücksicht auf (84) bezfiglich 

»f =- V'.y j 

* = - V . y, (f>Ä) 

Denken wir uns die graphische Darstellung jener drei Kräfte ausgeftthrt, so 
ist aus (94) klar, dass der eine Zweig der Hyperbel stets oberhalb der z-Axe liegen 
muss und andererseits folgt aus (91), (92) und (93), dass bei einer Reihe von Hy- 
perbeln der andere Zweig auch nach oben verlaufen kann. So viel ist aber aus- 
gemacht, dass die ersten Curven R, R' . . . bis zur Schicht grösster Dichtigkeit stets 
nach unten verlaufen müssen, weil in A die Anziehung gleich Null ist; dass 'dann 
die tlbrigen entweder alle nach unten concav sind, oder wenn eine aus der Reihe 
R"* , R" + ^, welche den Schichten jenseits der Schicht grösster Dichtigkeit angehören, 
nach oben concav verläuft, dies auch successive alle folgenden thun müssen, weil 
sonst der Durchschnitt einer folgenden Hyperbel mit der vorhergehenden unmöglich 
wäre. Für den hier untersuchten Fall* kann also sowohl das Curvensystem tt^y als 
das andere o^/Sy in Fig. 6 uns ein Bild von den auf die Flüssigkeit wirkenden 
Kräften und dem hydrostatischen Drucke geben. Wenn nun die relativen Mengen 
der zwei heterogenen Flüssigkeiten gegeben sind, so lassen sich drei Gleichungen 
aufstdlen und die. Lösung des Problems ist dann abhängig von der Bestimmung der 
Unbekannten, deren es hier fftnf gibt, so tlass sich stets durch Elimination je zweier 
Unbekannten eine Gleichung finden lässt, welche immer zwei willkührliche Grössen 
enthält Diese drei Gleichungen sind 

r^ •— r ^ = b ^ 1 

7* 
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r r'" . r" r r'" r" 

f^ R" h„ +fq R' «Tz, +/f' R Jis + i f^' z„ h„ + i /f z, Jz, + i /f' z ^ = (fW') 

und die fQnf Unbekannten r, r', r", r'" und i. Die Integration der Gleichung (97) 
ist stets ausführbar; eliminirt man dann vermittelst der Gleichung (96) r,,, und r, 
so erhält man eine Endgleichung, worin noch i, r, und r,^ vorkommen. Nimmt man 
dann zwei von ihnen willktihrlich, z. B. r und r,,, so lässt sich daraus jedesmal i 
finden. Dabei erleidet natürlicherweise die Annahme von r, und r,, manche Beschrän- 
kurig«-n, die für jeden einzelnen Fall besonders geprüft werden müssen. Vor allen 
Dingen muss für die Linie K K' nach dem Früheren die Gleichung 

\zr- = 2 ^ /^ (r,/^ _ r,s) + 2 ^ /f (z/i — r,;^) 

Stattfinden, d. h. sie muss in der dichtesten Flüssigkeit liegen. Man kann dieser 
Gleichung eine andere Form geben, nämlich 

CSft V^ r • V r • 

^9 — V (V 1) \^^^) 

und da zugleich r,„ > Z; > r,; sein muss, so ist 

z/^ < b2 (99) 

Für den Fall des stabilen Gleichgewichts wird also die rechte Seite von (98) 
positiv und kleiner als b- sein müssen. Nun kann man V und r^ solche Werthe 
geben, dass sie, nachdem vermittelst derselben aus (97) der Werth von r,, berechnet 
worden ist, mit diesem obiger Ungleichung (99) genügen. 

Aus der obigen Darstellung erfahren wir zugleich, dass es vorkommen kann^ 
dass nur für einen Theil oder eine Reihe der cylindrischen Schichten Gleichgewicht 
stattfindet, während der übrige Theil sich abtrennt und in einiger Entfernung einen 
coaxialen permanenten Hohlcylinder für sich bildet. Wenn nämlich die Linie OJ 
zwei der Curven ä, /3, y zwischen A und C schneidet, wie solches in Fig. 7 dar- 
gestellt ist, z. B. in K und L, so wirkt gegen die äussere Oberfläche der Druck 
ECL, während der Druck LMPK dem Drucke KNAD das Gleichgewicht hält In 
Folge dessen wird sich die cylindrische Schicht BL, abtrennen und einen separaten 
Hohlcylinder mit einer geringeren Winkelgeschwindigkeit bilden.. Man kann auch aus 
8<*iner bekannten Bewegungsquantität die Dimensionen vorher bestimmen', die er in der 
Glcichgewichtshige annehmen wird, da durch ihn das Gleichgewicht der übrigen Masse 
nicht weiter gestört werden kann, indem ein Hohlcylinder auf einen Punct, der inner- 
halb seiner kleinsten Oberfläche liegt, keine Wirkung ausübt. Auf der äussersten 
Oberfläche des Hauptcylinders, nämlich in L,, ist nun die Schwerkraft gleich Null. 
Sind vier Flüssigkeiten vorhanden, wie solches in der Figur durch die vier Curven 
angedeutet ist, so muss OJ die mittlere Curve PN schneiden, wodurch K, in der dich- 
teren Flüssigkeit bleibt, wie es die Stabilität des Gleichgewichts erfordert. 
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Die Theorie der heterogenen Hohlcylinfler ist einer beliebigen Verallgemeine- 
rung Ühig. Sind nämlich die relativen Mengen beliebig vieler Flüssigkeiten nebst 
ihren Dichtigkeiten gegeben, so lasaen sich, vorausgesetzt, dass ihre Anzahl gleich n 
ist, stets n + 1 Gleichungen mit n + 3 unbekannten Grössen finden. Die End- 
gleichung derselben enthält also immer zwei Grössen, die willktlhrlich sind, so weit 
es die Gleichung (99) gestattet. 

,Aus allem Diesem geht deutlich hervor, dass bei der oben betrachteten Art 
von Figuren für eine unendlich verschiedene Anordnung der Flüssigkeiten noch 
Gleichgewicht stattfindet, während sich bei den heterogenen Sphäroiden die Anzahl 
der Gleichgewichtsfiguren auf eine sehr geringe endliche Menge reducirt. Dies liegt 
offenbar in der Art der Communication der Schichten verschiedener Dichtigkeit. Die 
Hohlcylinder verhalten sich in dieser Hinsicht vergleichsweise zu den Sphäroiden, wie 
die communicirenden Röhren zu den einfachen Gefössen, wenn diese mit verschiedenen 
Flüssigkeiten angefüllt sind. 



§ 12. 

Von den Figuren einer ruhenden FlüBsigkeit nnd Betrachtung einiger anderer 
Oleichgewichtsformeni welche sich denselben Oränzen nähern. 

Es lässt sich noch eine Menge anderer Gleichgewichtskörper mittelst der 
obigen sechs Grundkörper auffinden und zwar dadurch, dass man die sechs Gleich- 
gewichtsformen der Ruhe theilt oder aushöhlt. Diese Hohlkörper oder, wie wir sie be- 
nennen wollen, secundaren Körper des Gleichgewichts kann man alsdann als Gränz- 
fälle anderer von den EUipsoiden abweichenden Körper betrachten. Es entstehen so 
entweder wahre Hohlkörper oder paarige Systeme, bei denen sich das eine Glied 
durch einen sogenannten Centralkörper ersetzen lässf-. Aus diesem Grunde ist der 
•Unter43chied zwischen den primären und secundären Gleichgewichtsfiguren im Allge- 
meinen der, dass bei jenen (mit Ausnahme der sechsten) der Schwerpunct in der 
Masse liegt und die Massenanziehung ausschliesslich nach innen gerichtet ist, d. h.* 
negative Werthe der Componenten hat; dass bei diesen hingegen der „Oeffiiungen" 
wegen der Schwerpunct ausserhalb liegt und die Massenanziehung theils einwärts 
theils auswärts gerichtet ist. Wir wollen diese Gattungen im Folgenden specialisiren, 
gestützt durch die Analysis , vermittelst deren wir eine strenge Lösung des* Problems 
erhalten. 

Wir haben im 6ten und 7ten Satze gefunden, dass die sechs ellipsoidischen 
Ruhekörper folgende sind : 

1) die Kugel, als Gränze des EUipsoides (»), 

2) der unendliche Cylin'der, als Gränze des dreiaxigen EHipsoides, 

3) der unendliche kreisförmige Discus, als Gränze des EHipsoides (/3), 
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4) der unendliche kreisförmige Cylinder, als eigene Gränzflgur, 
&) die unendliche Lamelle, als Gr&nae des ellipsoidiachen Gylinders^ 
6) die unendliche Ebene, als Gränze des ringförmigen Hofalcylindera. 

Wir wollen hierauf die secundären Körper derselben unmittelbar folgen lasden 
und die Figuren hinzufügen, als deren Gränzen dieselben zu betrachten sind. Die 
mathematische Begründung soll alsdann entweder in diesem oder in den folgenden 
Sätzen nachfolgen. 

Erste Gattung: Die Ampulle (Bläschen) oder die unendlich 
dünne HohlkugeL 

Man gelangt zu derselben durch die Betrachtung des Gleichgewichts einer 
Hohlkugel, deren Dimensionen ein endliches Verhältniss haben und deren Bewegung 
in einer mit einer gleich grossen Praecession verbundenen Rotation besteht. Bei 
dieser so wie bei allen folgenden Figuren ist es auch eriaubt , ein System beliebig 
vieler ähnlicher homothetischer und concentrischer oder coaxialer Figuren derselben 
Art anzunehmen. Für den Fall der Ruhe müssen sie in unendlich grossen Abständen 
von einander gedacht werden. 

Zweite Gattung: Die Doppelgestirne oder Paare von Kugeln oder 
unendlich dünnen Cylinderchen in unendlich grossen Entfernungen. Diese werden 
erhalten, wenn man die GränzfäUe der verlängerten EUipsoide oder der sogenannten 
Figuren der Monde untersucht, welche paarweise um den gemeinschaftlichen 
Schwerpunct rotiren. Nimmt man den gegenseitigen Abstand als gering und messbar 
gross an, so verwandeln sich die beiden Arten vom verlängerten EUipsoide in ei- 
förmige Sphäroide und in Ovoide und zwar die Kugeln in kugelähnliche, die 
sehr verlängerten EUipsoide in die entsprechenden Ovoide. In diesen Fällen kann 
die Rotation entweder eine einfache. sein, nämlich um die kürzeste Axe ; sie ist als- 
dann der Revolutionsdauer gleich und das Ovoid gleicht dem dreiaxigen EUipsoide. 
Oder die Rotation ist eine doppelte', wobei die eine um die längste Axe stattfindet, 
die andere stets senkrecht steht zur Revolutionsebene, oder was dasselbe ist, parallel 
der gemeinschaftUchen Drehungsaxe. Dass bei ,dem verlängerten EUipsoide mehrere 
Axenverhältnisse stattfinden können, ist für den speciellen Fall der Anziehung eines 
sehr entfernten Körpers auf dieselben von Roche nachgewiesen worden« Für einen 
in der Nähe befindlichen anziehenden Körper, also für die obgenannten eiförmigen 
Sphäroide und Ovoide ist eine exacte Lösung des Problems nicht mehr möglich. 
Man muss deshalb, um die unbekannten Grössen zu finden, die Anziehung derselben 
in eine unendliche Reihe entwickeln. 

Für ein Doppelgestim zweier gleicher von einander beträchtlich entfernter 
verlängerter Rotationsellipsoide mit geringen unter sich gleichen Rotations- und Re- 
voltttionsgeschwindigkeiten sind die Gleichungen der Bewegung 
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^» _ (12V — I) X» + I A - 13 V c== 
Setzt man beispielsweise V = 0,0022997, so ist hiernach 

c : a = 1,000158 : 1 
und r : a = 4,169 : 1 

WO r die halbe Axe der BaJ^n bedeutet. 

Dritte Gattung: Der Ring von unendlich kleinem kreisförmigen oder 
ünearen Querfichnitte ; überhaupt der Ring, dessen Querschnitt unendlich klein ist 
im Verh&ltniss zum Diameter des Ringes. 

Der Ring kann als secund&rer Körper des unendlichen Discus angesehen wer- 
den, indem man in ihm concentrisch mit demselben eine unendliche discenförmige 
Oeffhong annimmt, oder indem man ihn in sehr schmale Ringe theilt. Es gibt zwei 
ringförmige Figuren des Gleichgewichts im Zustande der Ruhe, und zwar eine mit 
kreisförmigem und mit linearem Querschnitte. Man gelangt auf analytischem Wege 
2u diesem Resultate, wenn man die Gleichgewic,ht8bedingungen eines Ringes von end- 
lichen Dimensionen oder die eines satellitischen Ringes untersucht, dessen Mittelpunct 
mit dem des Centralkörpers coincidirt und dessen Dicke in Vergleich mit den> Dia- 
meter und dessen Masse gegen die des Centralkörpers verschwindend klein ist. Die 
solitären Ringe müssen zum Bestehen des Gleichgewichts eine Umdrehungsbewegung 
haben. Sie bieten indess der Analysis ihrer Massenanziehung nach grössere Schwierig- 
keiten dar, als die vorhergehende Art, und sie muss in unendliche Reihen entwickelt 
werden. Ertheilt man einem solchen flüssigen Ringe, dessen Querschnitt ungeftlhr 
eiförmig ist, eine immer grössere Bewegungsquantität, so wächst seine Oeffnung, 
während seine Rotationsgeschwindigkeit abnimmt. Dabei genügen stets zwei Figuren 
des Querschnitts dem Gleichgewichte bei einer bestimmten Rotationsgeschwindigkeit 
oder einem bestimmten Werthe von V, die eine geht durch eine Ellipse von geringer 
Excentricität endlich für V = in den Kreis über, die andere durch eine Ellipse mit 
grosser Excentricität in die Linie. Dieses letztere Resultat erhält man auch, wenn 
man die Gleichungen des Gleichgewichts sehr dünner satellitischer Ringe zur Discus- 
sion bringt, worüber weiter unten abgehandelt werden wird. Man kann nämlich in 
ihnen nur die Masse des Planeten oder die des Centralkörpers gleich Null setzen 
wenn man diejenigen Ringkörper kennen lernen will, welche dem Werthe V = 
entsprechen. Die Ringe bilden mit den vorhergenden Figuren die schwierigsten aber 
auch die wichtigsten Gattungen ftlr die Theorie ihrer physikalischen Correctheit wegen. 
Die kosmischen und wenn man will auch die P^teau'schen Ringkörper sind hinrei- 
chende Beweise dafür, dass es reelle Bedingungen gibt, unter denen planetarische so- 
wohl als satellitische Ringe permanente Gleiebgewichtsfiguren bilden können. Die 
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Frage, ob sie stabil oder labil sind, ist hier von geringerer Wichtigkeit, sofern diese 
Untersuchungen dem Zwecke dieser Schrift fern liegen. Im Allgemeinen kann man 
aber von ihnen sagen, dass sie in gewisser Hinsicht stabil, in anderer labil sind. 

Vierte Gattung: Die unendlich dünnen Hohlcylinder mit kreisför- 
miger Basis. Obwohl wir dieselben hier durch Differenzirung des massiven runden 
Cylinders erhalten, so unterscheidet sie sich nicht wesentlich von der Gränze des 
ringförmigen Hohlcylinders, sondern nur dadurch, dass bei diesem den Werth von E : M 
d. h. dass Verhältniss der Summe der Momente zur Masse als unendlich gross zu 
denken ist. Auch wird Niemand bezweifeln, dass dasjenige, was von dem Hohl- 
cylinder mit unendlich grossem Querschnitt gilt, auch für den Hohlcylinder mit mess- 
barer Oeffnung gilt, wenn nur in beiden Fällen das Verhältniss der Dicke zum Dia- 
meter des Cylinders dasselbe bleibt. Da über diese Art der Figuren schon oben ab- 
gehandelt worden ist, so brauchen wir nicht weiter ins Detail einzugehen. 

Fünfte Gattung: Parallele Cylinderpaare mit kreisförmiger 
odergeradlinigerBasis entweder unendlich dünn in messbaren Entfernungen oder 
beliebig dick in unendlichen Entfernungen von einander. Dies folgt von selbst aus 
den Resultaten, zu welchen wir durch die Grenzbetrachtungen der beiden ersten Arten 
der cylindrischen Gleichgewichtsfiguren gelangt sind. Man kann sie aber auch als 
Gränzfälle paralleler elliptischer Cylinderpaare betrachten, die sich i|i sehr aber doch 
nicht unendlich grossen Abständen von einander um die gemeinschaftliche Schwer- 
linie wälzen. Dabei ist die Zeit der Umwälzung der Dauer der Rotation um die eigene 
Axe gleich. Die elliptischen Querschnitte können bei einer und derselben Rotations- 
geschwindigkeit zwei verschiedene Excentricitäten haben. Denkt man sich die beiden 
Cylinder in geringere Entfernungen von einander gebracht, so weichen die Quer- 
schnitte mehr oder weniger von der Ellipse ab und nehmen ovale Formen an, deren 
grosse Axen durch die Hauptaxe oder Schwerlinie gehend mit einander zusammen- 
fallen. Wir übergehen hier die genauem mathematischen Discussionen , indem es 
hier nur auf die Untersuchung der wichtigeren Formen der drei ersten Gattungen 
ankommt. 

Sechste Gattung: Parallele Ringe oder Cylinderpaareje gl icher 
Gattung. Da sich durch Differenzirung oder Theilung des unendlich weiten Hohl- 
cylinders also keine neue Figuren ergeben, so wollen wir hiemit die Reihe schliessen, 
indem wir glauben, diese eigenthümliche Methode der Untersuchung durch obige Bei- 
spiele genügend erklärt zu haben. Wir sind auf diese Weise noch zu drei neuen 
Gleichgewichtsfiguren der Ruhe gelangt, nämlich 

7) den kugelförmigen Bläschen, als Gränze der Hohlkugel, 

8) und 9) den unendlich dünnen Ringen mit kreisförmiger und 
rectilinearer Basis, als Gränze eines freien rotirenden Ringes. 

Wir holen im Folgenden die theoretische Beweisführung dieser Lehrsätze nacb. 
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§ 13. 

Von den Bedingungen, unter welchen die Hohlkogeln und Bläschen Oleichgewiohts- 

fignren bildexL 

Die massive Kugel, von der wir hier ausgehen wollen, ist physisch unbefthigt eine 
frei rotirende Gleichgewichtsfigur zu bilden. Indess gibt es doch gewisse Voraussetzungen 
vermittelst deren die^ Analysis positive reelle Werthe für die bei der Bewegung in 
Betracht kommenden Grössen liefert. In einem Falle nämlich, wenn man sich die 
Kugel als solitären Körper vorstellt und annimmt, dass sie zwei gleich intensive und 
normal gegen einander gerichtete Rotationen um ihren Schwerpunkt habe; mit an- 
dern Worten, eine Rotation verbunden mit einer sogenannten Präcession die ihr gleich 
und überall um 90® von ihr abweicht. In einem andern Falle ausserdem, wenn man 
die Kugel als Satelliten eines sehr entfernten Planeten ansieht, und sie als Gränzfall 
der einen Art der verlängerten Ellipsoide mit doppelter Rotation ansieht. Beide An- 
nahmen sind physische Unmöglichkeiten; theoretisch kann aber so die massive Kugel 
und in Folge dessen auch die Hohlkugel den Bedingungen des Gleichgewichts genügen. 
Hierbei findet eine merkwürdige Analogie zwischen dem Verhalten der Kugel und des 
unendlichen kreisförmigen Cylinders statt; es tritt bei zunehmender Momentensumme 
ein ganz gleicher Process der Umbildung in den Hohlkörper und eine unter gleichen 
Umständen eintretende Vermehrung und Verminderung der Rotation auf, so wie die 
Flüssigkeitsmasse nach jedem neuen Impuls wieder in die Gleichgewichtslage über- 
gegangen ist. 

Wenn die Kugel während ihrer Drehung um die Axe der x gezwungen wird, 
dieselbe in einer der beiden als fest gedachten Ebenen xy oder xz mit der constanten 
Winkelgeschwindigkeit «' zu ändern, so ist, wenn ^ die Dichtigkeit der Kugel bezeichnet, 
die Bedingung des Gleichgewichts 

Cs'^/f — «/•) xdx + CgTr/f — öü^} (ydy + z dz) = (lOO) 

Nun ist die Differenzialgleichung der Oberfläche der Kugel 

xdx4-ydy + zdz = 

folglich muss oa ^= od, sein. 

Ferner muss zum Bestehen der Kugelform der Druck nach innen gerichtet, 
also im Innern überall negativ sein. Nach dem ersten Satze ist aber 

+ X ,-|- X 

4 



— p = — 3«/y^«x,hc + ««y*fx<hc (toi) 
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und fQr den Mittelpunct' 



P' = - t^ffj'^-^^ + f^''.?J'^^^ 



worin p und p, einen positiven Werth haben. Soll also ~ p negativ bleiben , so 

muss stets die Ungleichung KTrfg >i po- stattfinden. Bei fortwährender Steigerung 

4 
der Rotationsmomente geht für \7t fq < oo' die Kugel in die Hohlkugel über, und 

2 
(hier findet für V ein Maximum statt, nHmKch V == ^. 

Ehe wir zu den Gleichgewichtsbedingungen der Hohlkugel übergehen, wollen 
wir die massive Kugel noch als Gränzfigur einer der Mondfiguren mit doppelter Rota- 
tion betrachten. Diese geht dadurch vor sich, dass die Kugel immer den Pol ihrer 
Drehungsaxe gegen den sehr entfernten Centralkörper richtet, und auf ihrer Bahn 
gewissermassen fortrollt. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeit der Umwälzung um den Centralkörper 
mit 00, die des Rollens mit ö;,, ferner die Masse des Centralkörpers mit M und seine 
Entfernung mit a, so ist die Bedingung des Gleichgewichts der Oberfläche 

CM o"k 1 . )4 9r , 2M J 

+ i^*^f + r3 - v| lydy + zdz| =0 {um 

Diese Gleichung liefert in Verbindung mit dem DifFqrenzial der Oberflliclie d^r Kugel 
folgende Bedingungsgleichungen 
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= 1 (104) 

Aus der Verbindung beider folgt, dass o?, == 2» sein, also auf -eine Umwäl- 
zung immer zwei Rotationen kommen miNsen. Setart man in (102) M der Null gleich^ 
so kommt man wieder auf die -Gleichung (100) zurück. 

Wir wollen jetzt sehen, zu welchen Resultaten uns die Betrachtung der rotiren- 
den Hohlkugel führt. Sei der Radius ihrer äussern Oberfläche r, der dex innern 
gleich r,, so sind, wenn R die Centripetalkraft für irgend einen Punct x, y, z der 
Masse bedeutet, die Componenten der Massenattraction 
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Die Gleichung, welche die Drehungdgeschwindigkeit einer solitären Hohlkugel 

bestimmt, ist demgemäss 

» 

r r 

r, t, 

Integrirt man dieselbe, so erhält man die cubisehe Gleichung 

.r^3 _ 6 — 3 V /-r-x 4 



Ir^ "^ 3 V — 2 L?"^ ~ 3 V 







worin wie gewöhnliob a^^ =i= 2: ^r /f V gesetzt ist. Hieraus kann dM Verhftltniss r : i^, 
für jeden beSEonderB Werth ven V bestimmt werden^ Der eine Wuraölwerth für r : e, 
ist die EÜfnheit, welcher für unseni Fall keine Gültigkeit hat. DiTidireA wir die 
Gleichung durch r : r^ — 1, so resultirt die quadratische 

r 1/ "4 

""<* r, == -^ i ± ^ 1 + 2 ^ 3V, 

r 
welches für sehr kleine Werthe von V übergeht in — *= V. 

Soll der Ausdruck rechts aber stets reelle positive Werthe fttf r : r, liefern, 
80 muss f > V > O.sein. Setzen wir beispielsweise 

Ve =» 9,0022997, so ist r ; r, ,= 1,0023 : 1 . 
mithin 2 ** ~ ^f = 0,0023 

d. h. die Dicke der Eugelschaale würde sich zur mittleren Entfernung derselben vom 
Centrum verhalten wie V zur Einheit. 

Für V = I ist r : r, = 00 (Kugel) 

V = r : r, = 1 (Bläschen) 
was Haupläiel unseres Beweise» war. 

Es Iftsst sich nun auch noch leicht die sph&rische Schicht des grössten hydro« 
siatifichen Difudkes angeben. Bei der VoUkugel findet dieser natürlich immer im 
Mittelpunct statt. Für V= | ist er überall gleich Null geworden , gerade wie bei 
dem Cylinder , wenn V den Werth I angenommen hat* Für die Hohlkugel findet 
die Gleichung 

8* 
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statt, wo r,f die Halbmesser der gemeinten Kugelschaale bezeichnet. 
Ertheilt man u dieselbe Bedeutung wie in (90), so ist jetzt 

2I/2-3V-2 



K 



16 (!©») 

+ 2 — 3V ~ ^ 



Nach den gewöhnlichen Methoden, welche der Fall : erfordert, findet man 

für V = den Werth von 
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r — r, 
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r — r, ~ 
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Es liegt also bei der unendlich dünnen Kugelschaale die Schicht des grössten Druckes 
nicht in der Mitte, sondern der innem Oberfläche etwas näher als der äussern. 

Die Curve der Massenanziehung innerhalb der Schicht hat die Gleichung (105), 
nämlich 

^ l'^f^ I V 

differenzirt man dieselbe, so ist 

CdR-\ 4^w . 8 11 V,' 



CdTäJ — ^-^f? V~* 

Nach den im lOten Satze adoptirten Bezeichnungen ist die Curve nach unten concav, 
die Gleichung ihrer Asymptote ist 

y = -|w/?z (HO) 

und der tlbrige Verlauf der Curve der vom lOten Satze ziemlich analog. 

Man gelangt zu ganz denselben Resultaten, wenn man die Hohlkugel als Sa- 
telliten eines sehr entfernten Planeten betrachtet, und ihm eine doppelte Rotation 
ertheilt. 

Was schliesslich die Momentensumme der Bewegungsquantität der Hohlkugel 
in Bezug auf die Ebene der Umwälzung anbetrifft, so möge dieselbe hier noch ihre 
Berücksichtigung finden, insofern aus derselben in Verbindung mit (106) gefolgert 
wird, dass mit einer beständigen Vermehrung derselben und der beständigen Abnahme 
von V auch stets die von r : r, verbunden ist. Es ist nun der Trägheitsmoment 

.^ , 2 M ir» — r,s 

S r*^ dm = — r- 

o 

Also die Momentensumme 
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M (r* — r,*) 
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welche sich für sehr grosse r oder r, dem Werthe « r-^ . r^ nähert. 

Ertheilt man der Hohlkugel stets von neuem eine grössere Bewegung in dem 
Sinne der schon vorhandenen, so wird E grösser, zugleich wird aber auch die Kugel 
einen immer grösseren Umfang annehmen, r immer mehr und mehr gleich r, werden 
und nach (107) a> sich der Null nähern. 

Nachdem ' wir nun bewiesen haben , dass die unendlich dünne Kugelschaale 

eine Gleichgewichtsfigur der Ruhe ist, wollen wir dasselbe auch von dem unendlich 

dünnen Ringe beweisen, und zwar ebenso auf eine zweifache Art, indem wir einmal 

einen solitären Ring betrachten, ein anderes Mal einen sehr dünnen Ring, in dessen 

Mittelpuncte sich ein sphärischer Centralkörper befindet. 

§ 14. 

Von den Beding^iuigen des Gleichgewichtes sehr dünner Binge oder solcher mit sehr 
grosser Oeffiwng, in deren Hittelpnncte sich ein sphäroidaler Centralkörper befindet 

Während neuerdings von verschiedenen Astronomen genaue Beobachtungen 
und Messungen des Ringsystems des Saturn angestellt worden sind, sind die theore- 
tischen Untersuchungen über Gleichgewichtskörper dieser Art fast gänzlich unter- 
blieben. Dieses findet seinen Grund in der Schwierigkeit der Analysis der diesen 
Gegenstand betrefl^enden Probleme. Es scheinen hier die Kräfte der Analysis nicht 
auszureichen, jemals, eine Allgemeinheit der Lösung derselben ohne eine Menge von 
Voraussetzungen zu erzielen. Man muss die Anziehungen in unendliche Reihen ent- 
wickeln, und so hat die Theorie bis jetzt unter grossen Beschränkungen gelehrt, dass 
ringförmige Satelliten Gleichgewichtsfiguren sein können. Nimmt man die Dicke des 
Ringes vethältnissmässig klein gegen seinen Durchmesser an, so lässt sich nachweisen, 
dass der Querschnitt oder die erzeugende Figur elliptisch, und die 
Peripherien oder Leitcurven des Ringes ein Kreis sein müsse. Dies 
kann uns als Haltpunct für eine angenäherte Bestimmung der unbekannten Bewegungs- 
grössen dienen. Wir setzen die Dimensionen des Ringes klein genug, um die durch 
seine Entfemuug vom Centralkörper dividirten Glieder der Ausdrücke für das Poten- 
zial des Ringes auf sich gegen die Anziehungen des Centralkörpers vernachlässigen 
zu dürfen. Nehmen wir der grössern Allgemeinheit wegen an, die Peripherie bilde 
eine ziemlich unregelmässige Curve .doppelter Krümmung; es ist alsdann klar, dass 
unter den obigen Voraussetzungen beim Umschwünge um den gemeinschaftlichen 
Schwerpunct, die Ringfigur eine einfache Krümmung anzunehmen und eine ebene 
Figur zu bilden sich bestreben würde. Wir dürfen also die obige Voraussetzung da- 
hin modifioiren, dass die Schwerpuncte oder die Leitcurve der erzeugenden Figur des 
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Ringes eine continuirliche Figur der Ebene bilden. Wir wollen uns nun den Umfang 
in lauter Cylinder zerlegt denken, deren Län^gen doch ieht gross im Terh&ltniss zu 
ihrer Dicke bleiben. Da nun die entfernteren Theile des Ringes auf die Ft^rm des 
Querschnittes unendlich wenig einwirken, so kann man annehmen, dass irgend em 
Querschnitt eine Gleichgewichtsfigur bildet, vermöge der Kr&fte, welche ihn seitens 
des Centralkörpers , der Schwungkraft und der zu beiden Seiten liegenden Cylinder- 
hälflen angreifen. Zugleich folgt auch aus der Unabhängigkeit der einzelnen Theile 
des Ringes von einander, dass sie sich nach dem Keppler'sehen Gesetze 

T« : T,2 == E» : E,» 

um rfen Centralkörper bewegen müssen. Da nun zur Erhaltung der Figur erfofdertich 
ist, dass für irgend zwei Elemente die Ui^kufs^eiten T und T, gleich seien, so folgt 
daraus, dass E gleich E;, d. h. der radius vector constant und die Peri- 
pherie des Ringes ein Kreis sein müsse. Um die Form des Querschnittes 
zu bestimmen, welcher durch eine Ebene entsteht, die durch den Mittelpunct normal 
iur Ebene des Ringes gelegt ist , teilen wir tot-aos-, dass fAr jedteri Querschnitt? dre 
Mreriüfläehen ähÄlich deiert. Wir fassen die BA^e^nfg de% Schnittes afe ffetetite, 
d, h. als die eines Satelliten auf, der um seinen eigenen Schwerpunct rotirt, wodurch 
im Wesentlichen nichts geändert wird. Wir legen durch diesen Schwerpunct O in 
der Ebene des Querschnitts zwei rechtswinklige Coordinatenaxen, so dass die Axe der 
z mit dem radius vector r des Punctes zusammenfällt und die darauf senkrechte 
Axe der x die Drehungsaxe des Querschnitts wird. Die Rotation derselben ist dann 
der Revolutionsdauer des ganzen Ringes gleich. 

Wir denken uns nun den Cylinder in lauter seiner Axe parallele unendlich 
dünne Stäbchen getheilt und berechnen die Anziehung eines derselben auf irgend einen 
Punct seines Innern. Bedeutet e die Entfernung des Punctes (x, z) von dem Stäbchen, 
so ist die nach der Richtung der x, z Ebene und nach e geschätzte Anziehung des- 
selben auf den Punct 

+ 00 



/fq/i 
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K^f^TJ. = - -?-' (»1«) 



< — 00 

worin, q den Querschnitt des Stäbchens ausdrückt. Da wir vorausgesetat haben, dass 
die Niveaulinien des Schnittes einander ähnlich und zu O homothetische Linien seien, 
Bö können wir hier dieselben Betrachtungen wie im vierten Satze anstellen. Sei der 
Querschnitt q der homologen Stäbchen zweier ähnlicher Cylinder respective gleich 
d| . di^ ttnd d^ . d^, so sind die Anziehungen derselben auf zwei homologe Puncte 

bezüglich ^ ^' ^ und - ^ ^ * ^ . Weil nun in diesen Quotienten die 

e e^ 

Zähler den Quadraten, die Nenner zweien homologen Linien der beiden ähnlicheü 
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Nireaiis eififiBich furoportiaiial sind) so sind die BoUickif enden Kriflei avreien hoinolof^en 
Linien der beiden Sbnliehen CylinderflSchen auch direct proportional. Wir t^meht^n 
iiieraus, dass die gedachten NiveauflUchen FlUchiM) aweiten Orftde« 
sein, also im Allgemeinen einen elliptischen Querschnitt haben mttsaeni deren Kxci*n- 
tricitftt von der Rotationsgeschwindigkeit so wie von der M^se des CentralkOrpors 
abhängig ist. 

Wir woUen jetzt die Gleichungen suchen, welche die Bedingungen des (Jleich- 
gewichts und die unbekannten Grössen der Bewegung enthalten. Man kann die 
Componenten der Anziehung eines unendlichen elUptiiSchen CyUmlerß harleiten aus 
den bekannten Werthen der Componenten der Anziehung eines droiaxigen EUipsuids 
auf einen Punct seiner Oberflache. Aus der Natur der Bewegung des Ringes geht 
hervor, dass die halbe Axe der x die kürzeste sein muss. Wir drücken sie durch a 
aus, die der z durch c, imd die grosseste durch b; sie fUllt mit der Richtung der 
Tangente der Leitcurve im Goordinatenanfangspuncte , den wir \\t\ Querschnitte an- 
genommen haben, zusammen. Alsdann ist 

4f7r ff abc /• u^ du 

3"ä« ■ ^ J (1 + A'^ u'^)l (1 + A/-* u'^)4 

o 

Y = 

/ 

4 TT /f abc /• u" du 

8a» ^ J (1 4- A* u«)l (1 -f X,« u»)» 



worin Va^ -f- 1 = - und V^A,'^ + 1 =s - gesetzt ist. 

a a 

.Setzen wir u = a ; a, , so drückt a^ die Halbaxe irgend einer homufooalen 
ellipsoidischen Schicht aus, und es ist b = b, = a V w- -''^ A/^ 
wodurch sich obige Ausdrücke reduciren lassen auf 



(* /• u du 

Y = 

e ^ udu 

z = - 4»/f - z J VTTW^* 

o 

Durch Integration derselben erhalt man _^^__ 

A — — ^ . r**^ ^ 




1 + ^ 1 + A« 



X 
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Man kann diese Gleichungen durch eine einzige ausdrücken, wenn man das 
Maclaurin'sche Theorem anwendet. Darnach ist fttr einen äusseren Punct, dessen 
Coordinaten x und z sind, und der in einem homofocalen EUipsoide mit den Halb- 
axen a, und c, liegt 

Y — AP C/ ac _ ac (C; — a,) 

^ - - ^'^/f (a, + c) a, c, ^ - - ^'^/f (c« - a^) a, 

a. ac ac fc# — a.) 

Z 4^/^ (a, 4- c,) a, c, ^ **>? (c'^ - a«) c, ^ 

für einen äussern Punct ist mithin 

X : Z = C; X : a, z. 

Wenn man die Bezeichnung a, und c, durch die andern y und u ersetzt, so 
erh&lt man 

'•'^ Ä- ( U V ) 

folglich weil v = )/u-« — -^1^ ist. 

Z_XV^=r=-4^/f'^^ij|^jz+xK=T-K(?4-xK=^^^^ 

(113) 

Z+XK=l = -4,r/?^^{z-xK=l_J/(z-x1/~ir^-c2j^j 

Man kann aus jeder dieser beiden Gleichungen die beiden Gomponenten 
X und Z gesondert erhalten, indem man die reellen von den imaginären Grössen 
trennt mittelst der allgemein gültigen Formel 

F (X + yi, r + si, t) = I JF (X 4- yi, r + si, t) + F (X — yi, r - ai, t)[ 

i , ,(114) 

- i JF (X + yi, r + si, t) - F (X — yi, r — si, t)| 

worin x + jri^ r + si complexe Variable bedeuten. Es folgt nun aus (113), dass 
wenn V das Potenzial des Cylinders auf einen Punct bedeutet, dieses folgende Form 
haben muss 

V = / (z + X V"^^) + / (z — X VZir\) 

Hieraus folgt durch zweimalige Differenzirung 
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Dififerenzirt man V nach den- complexen Variabeln, so erhält man 

und (IIA) 

CfÄ)) =/'(^ --)= I ic^) + ' (if)! = I (z + X 1^=^ 

folglich '(116) 

(^) = Z =/' (z + xi) +/' (z - xi) . 

und 

(^) = X = K::^! {// (;5 + xi) -/' (z - xi)| 

welche Gleichungen sich ebenfalls aus (114) folgern lassen , wenn die Function / 
bekannt ist. 

Laplace ist zu einer (113) entsprechenden Gleichung gelangt, indem er die 
Anziehung irgend eines Punctes der z Axe, dessen Abstand von der x Axe gleich u 
ist, untersucht und zu dem Ende das Integral 

+ c 

Z = — 4 9r /i? /ai'c tang ^-^T^'d^ 

— c 
ausführt, worin zwischen ^ und | die Beziehung 

^^ + (1 + A^) I* = c« 
enthalten ist. Demgemäss findet er 

+ c ' 

— c 
indem u* — v**^ = c*-^ — b^ ist. 

Setzt man u = c, d. h. betrachtet man die Anziehung des Cylinders auf den 
bestimmten Punct der. Oberfläche, nämlich den Aequator des Ringes, so hat man das 
merkwtlrdige Resultat 

/• * V V^u + ^ UV 

/ arc tang — .,/ t de = , 

— U 

welches Integral seinen Werth nicht ändert, wenn man v statt u setzt, ein Umstand, 

der in der bekannten Relation 

y ^ u 

arc tang - = -5- — arc tang - 

begründet ist. Zugleich drückt dies Integral die Anziehung des eUiptischen Cylinders 

auf jeden Punct seiner Oberfläche aus, weil 

9 
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Für u ^ t* endlich erhält man noch die Anziehung eiües runden Cylinders auf eiiien 
Ponct 8^X169 Oberfläche, nämlich 

= — A-jr/^ faxe tang y _\ d^ = — 2 w/f u . (118) 



R = - 

» U 



Die Anziehungen seitens des Ringes auf einen Punct (x, z) seiner Oberfläche 
multiplicirt in die Elemente ihrer Richtungen sind nun X dx und Z dz ; die Centri- 

fugalkraft multiplicirt mit dz gibt i (r + z) dz nnd wenn die Masse des Central- 

4 
körpers gleich ^ gr^' R' gesetzt ist, so ist seine Anziehung auf denselben Punct mul* 

tiplicirt mit dem Element ihrer Richtung dz gleich 

|7r/^'R3.dK(r + z)« +x2 

(r + zy -h x» 
also wenn man nach ausgeführter Difi^erenzirung sehr ^eine Grössen vernachlässigt, 

4 ^^ idz 2zdz.x dx 

Wir sind so zu den Producten gelangt, deren Summe als^ allgemeine Bedin« 
gung des Gleichgewichts der Oberfläche gleich Null sein muss. Dividirt man die 
Summe durch — 2 tt f^ und giebt V wieder seine firühere Bedeutung, so ist (119) 

0={-^ — r — rV>dz+{ — . Tx ' — ~ o — i Vi zdz+ j — . .,/- . 4--^ — r (xdx 

Diese Gleichung ist offenbar die Differenzialgleichung der Peripherie des Quer- 
schnitts und also identisch mit 

Z dz + (1 4- A*) X dx = 
Vergleicht man diese beiden Differenziale und setzt die entsprechenden Goeffizienten 
einander gleich, so ist 

und 2 Vi + h* . , -. 

1 + V 1 + A« "^ _ 



(i»o) 



iX ,», 



1 4- X* (1»1) 



— 8V 



1 + 1^1 + A» 

■ 

Die erste Gleichung bestimmt die Umwälzungszeit des Ringes, die zweite die 

Ab]]ilsttung. Man kann ihr auch folgende Form geben, wenn man Vi -h x^ mit p 
bezeichnet 
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2 p (i> - 1) 

<p -f 1) (3 p* + 1) 
oder ' • 

2 — 3V-2 + V1 
p» ^_^_ pa + _^^ i) .4- 3 =» 0. (199) 

Da die Winkelgeschwindigkeit ^k? der Umwälzungszeit T umgekehrt proportional 
ist, so folgt aus (120) ^ ' 

d. h. die Guben der Entfernungen zweier Ringe von demselben Ceii- 
tralkörper verhalten sich wie die Quadrate der IJmlaufszeiten. Die 
Bewegungen verhältnissmässig dünner Ringe ist also 'ebenso, wie die der Satelliten, 
welche in derselben Enf^rnung den Planeten umkreisen. Man kommt sehr leiqht 4U dem 
Schlüsse^ dass, wenn die Dicke der Ringe ein messbares Verhältniss zu ihrem Durch- 
messer erhalten, gem&ss der Anziehung des ganzen Ringes auf ^ich, die Winkel- 
geschwindigkeit eine grössere sein muss, und dass wenn mehrere Ringe in endlicher 
Bntfemung von einander den Planeten umkreisen, Mrie dies beim Saturn der Fäll 
is*, dieselben ein ziendich complicirtes Gesetz der ümwälzungszeiten haben müssen. 
Im Allgemeinen lAuss der äusserste eine grössere, der innerste eine geringere Winkel- 
geschwindigkeit haben, dls wie die Monde, welche gleiche Abstände haben, so dä^s 
es für sehr nahe zusammenliegende Ringe sich ereignen kann, dass sie ziemlich gleiche 
Umwälzungszeiten haben, worüber es leider an kosmischen Beobachtungen fehlt. 

Für sehr abgeplattete Ringe ist näherungsweise V = J p, also V sehr klein 

^b4 p = V~TT~K^ « 4 



r 



s 



Kennt man die Grösse und Masse des Centralkörpers , sowie die Abplattung 
und den Diameter des Ringes/ so lässt sich hieraus vermittelst obiger Gleichungen 
die Dichtigkeit und Masse des Ringes berechnen. Die Beobachtungen welche fABn 
über die Abplattung und die Dichtigkeit der Satumringe gemacht hat, weichen 
nicht sehr von dieser Theorie ab. Nimmt man mit Bessel <fie mittlere Dicke 
der Ringe zu 30 Meilen an (nach Bond ist die grOsste Dicke *< 40 Meilen) 
so beträgt die Abplattung des äusse'rsten oder fünften ungefllhr 0,970, also p »= 83,3. 
D6mge^lä8s müsste die Dichte dieses Rinkes gegen Wasser ungefähr 2,2 betragen, 
welches annehmbar ist Dagegen lassen die Formeln auf den mittleren breiten Ring 
keine Anwendung zu ; weil diesem danach eine viel grössere Dichtigkeit zugeschrieben 
werden müsste, eine Annahme, die wegen der geringen Masse von ^^^ nicht zulässig 
ist Es ist im Gegentheil aus mehreren Gründen anzunehmen, d&sd die Dichtigkeit 
von dem ftusersten bis zu dem- innersten, der selbst ja gasartig zu sein seheint', stu- 
fenweise abnimmt. Indess hier müssen überall erst mehr und sicherere Beobach- 
tungen vorliegen, ehe man die Formel mit mehr Nutzen anwenden kann. 

9* 
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Wir wollen zunächst die Gleichung (122) zur Discussion bringen. Für das Be* 
stehen des Gleichgewichts gibt es einen Granzw^rth von V und zwar ein Maximum, 
welches' von Laplace gleich 0,108605 gefunden ist. In diesem Falle ist das Axen- 
verhältniss c : a gleich 2^594. Zwischen jenem und dem Werthe Null hat die gedachte 
Gleichung stets zwei reelle positive Wurzeln von p, und zwar einen der immer grösser 
wird und sich dem Werthe oo nähert, während der andere in die Einheit übergeht. 

Um die Ideen zu fixiren, wollen wir beispielsweise den Werth von p für den- 
jenigen von V bestimmen, welcher der Bewegung des Erdballs angehört; die Nähe- 
rungsformel 

P = 3V 

liefert uns . P = 3 . 0,0022997 = ^^^'^^- 

Wir fügen endlich noch den Satz hinzu, dass das Gleichgewicht des als flüssig 
gedachten Ringes erfordert, dass alle Stücke der Peripherie einander ähnlich und 
congruent seien, und dass also die von Laplace ausgesprochene Ansicht unzulässig 
ist, wonach man auch die Grösse und Lage der erzeugenden Ellipse durch die ganze 
Peripherie des Ringes hindurch verändern darf, wenn nur diese Veränderungen erst 
in viel grösseren Entfernungen merklich werden, als die Breite des Ringes beträgt 
Wir verweisen hier auf den von uns in einer frühem Abhandlung gegebenen Beweis. 

§ 15. 

Berechnung der 'Sotationsdauer eines freien BingeB und der MomentenBunime seiner 

Bewegnngsquantität 

Diese Art d«r Gleichgewichtsfiguren mit Oeffnungen bilden in vielfacher Weise 
eine Analogie zu den Hohlcylindera , nur nicht in der Schwierigkeit ihrer .Vnalysis. 
Da die tiefer liegenden Niveauschichten derselben je nach der .Oeffiiung des Ringes 
mehr oder weniger den Einwirkungen der äussern Schichten unterworfen sind, so 
können die Niveauflächen nicht ähnlich sein; um aber die Formen des Gleichgewichts 
zu erhalten, mttsste man die Resultate aller Wirkungen des Körpers auf einen Punkt 
seiner Oberfläche kennen, welche doch nothwendig von der Gestalt abhängig seih 
müssen. Aus dieser Schwierigkeit kommt man nun nicht anders heraus, als wenn 
man die Oberflächengestalt in eine unendliche Reihe entwickelt, und die Methode 
der unbestimmten Coefficienten anzuwenden sucht. Dies Verfahren ist einer Erleich- 
terung f&hig, wenn man voraussetzt, dass der Ring eine ziemlich grosse Oeffnung 
habe; man kann alsdann aus dem Vorigen schliessen, dass zwei Figuren dem Gleich- 
gewichte genügen, eine mit mehr kreisförmigen, eine andere mit sehr abgeplattetem 
Querschnitte und dass V immer sehr kleine Werthe haben wird. Man kann femer die 
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erste Figur mit Nutzen ge^ra^chen um die ümwälzungszeit eines solchen freien Rin- 
ges h&herungsweise zu bestimmen, die andere hingegen um die Abweichungen der 
Krümmung der Oberfläche von der eines elliptischen Ringes zu berechnen. Die Lö- 
sung des ersteren Problems ist der Zweck der folgenden Analysis. 

Gesetzt, es stelle AP BP' den mehr kreisförmigen Querschnitt, O den Mittel- 
punct des Ringes dar, AB, einen andern Querschnitt desselben, femer CD die Curve 
der Massenanziehungen, OF die Linie der Schwungkräfte, innerhalb eines Querschnitts 
dar. Im Allgemeinen wird dann die Curve CD die Axe AB näher nach A hin schnei- 
den, wegen der grösseren Massenanhäufung nach (Jer Richtung AO hin; von der Linie 
OF hingegen mehr nach der entgegengesetzten Seite und zwar in der Mitte von AB 
geschnitten werden. Dies wird ziemlich genau für alle mit AB parallel gezogene 
Kanäle gültig sein. Demnach wird" die Bewegung des Ringes nach der im 10. Satze 
gemachten Bemerkung ziemlich nahe dieselbe sein, als wenn die Masse des Ringes 
in einem unendlich dünnen Kreise vom radius OQ vereinigt, den Anziehungen seiner 
wirklichen Gestalt unterworfen wäre. Wir drücken den Halbmesser des -Ringes 
durch r, seine halbe Dicke durch a aus und bezeichnen den Winkel p QQ^ mit ^, den 
Winkel OQQ, mit 9-. Da nun die Massenanziehungen der entfernter gelegenen Ring- 
theile gerade so beschaffen sind, als \^enn sie von ihrem Schwerpuncte ausgingen und 
die zunächst gelegenen Querschnitte normal zu QQ, gelegen sind, so ist die Compo- 
nente der Anziehung irgend eines Querschnittes auf den Punct Q ziemlich genau 

-|-a X 

-r» ->./•/• edxdz /v^ 

äR = _ 4^/fry/ ^^, ^ ^, ^ ^^^ cos^AS 

— a — z 
oder aR = — 4 TT /fr (1 — costJ) cos^ A^ (1*4) 

Nun ist 2r cos^ = a cotgi (IJtÄ) 

und . cos 3" 

cosd = 



KS 



4 r-i + <^08 ^* 

üm^die Gleichung (124) zu integriren, könnte man sie also leicht auf ellip- 
tische Integrale der ersten und zweiten Art reduciren. Man würde als Bedingung des 
Gleichgewichts nach (89) haben R + i r = 

und wenn man für r: — 7- den Term V setzt 
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V 



+ cosd'^ 



4ra 

Man ersieht hieraus deutlich, dass der Ausdruck rechts stets einen positiven 
Werth für V geben muss, welcher in Null übergeht, wenn r oder was dasselbe ist. 
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-▼•^n die Oefhang des Ringes unendlich gross wirdL Wir haben dußselhe (.esultat 
ohen aiif einem sndem Wege erhalten. Setzt man nun 

so erhält da* elliptische Integral na,ch der üblichen Bezeichnungsweise die Form 

Mer wenn man es in eine Reihe entwictLelt, 

V = 4 - e. {l 4- I (|)%« + l-(^y e* +... } (IW) 

woraoÄ sich für ein gegebenes e der zugehörige Werth von V würde berechnen 
hiA9en. Allein da a : r immer sehr klein^ also e sehr wenig von der Einheit entfernt 
i.%ty so ist die Reihe sehr wenig convergant. Setzt man z. B. a = r : 3, so erhält 
man erst nach Berechnung von gegen 20 Gliedern der Reihe V für die beiden ersten 
Decimalen genau , nämlich 0,16. Noch schwieriger würde es sein, zu einem gege- 
benen V den zugehörigen Werth von e zu finden, überhaupt bleibt in dieser Formel 
d^;r Zustand der Gränze, welchem sich die Bewegung des Ringes bei stets zunehmender 
Bewegungsfjuantität immer mehr nähert, gänzlich verborgen. Zu einer stark convergi- 
runden Reihe gelangt man nun, weijn man in (126) ßtatt ^ die Variabele cotg ^ ein- 
führt. Zu dem End^e ist 

cos B =^ ^n 90tg f 



2r 
d^ 



a d . cotg i 



2rl/ i^, : 

da^lurch erhält die Gleicluipg (1.26) die Forp 

\r 2r 

a A 

a'* - xdx a» /. x* dx 






VVTr^::^ '''vr^^Vi 






indem x an die Stelle von cotg ^ gesetzt worden ist Der erste Theil liefert einen 

a^ "^ \ 

endlichen Ausdruck, bei dem zweiten Integral kann der Factor (X — 7—^ x^"^ 

in eine unendliche Reihe entwickelt werden, wodurch die Integration ausführbar wird« 
Man erhält auf diese Weise 

V = - 4 + 4Kl7^{ I - 1 J^ 4- . . I + ,^ log n..(L% |/l7^) 
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und mit VerDachlawigUBg selir kleiner Grössen 

Für sehr grosse OeflFnungen des Ringes ist 

V = ^ log nat ^ (laO) 

Welches Ausdrucks wir zur Berechnung von Y uns bedienen wollen. Setzten wir no<Jh- 
malg a = r : 3, so ergibt sich sich jetzt V = 0,16643. Hieraus darf man wol 
schliessen^' dass die obere Gränze von V ziemlich weit unter der Einheit liegt. Für 
a : r = J würde man erhalten V = 0,26, wonach sie über die der Ellipsoide Jiiii*' 
auszugehen scheint^ was wol anzunehmen ist. Vidleioht liegt die oberste Gräilze 
nahe 0,5, 

Die Gleichung (130). bietet einige Schwierigkeiten bei der Berechnung von 
a : r für ein gegebenes V. Wählt, man z. B. wiederum den Wlö.rth V« = 0,0022997, 
so ist 

^ log nat — = 0,0022997 
2r- ^ a ' 

'Voraus erhalten» wird 

a : r = 31,46 = 0,081«. '^ 

Hfttte also die Erde eine ringförmige Gestalt mit derselben Dichtigkeit und ders^lbeh* 
XJmdrehungsbewegung, so müsste sich die Dicke des Ringes zu seinem Durfehm^söteiV 
ungefllhr wie 1 : 35^9 verhalten. Die Berechnung der EUipticität des Querschnitts,'- 
den wir hier als sehr nahe . kreisförmig anzunehmen berefchtigt sind, hat noch ihre' 
besondem Schwierigkeiten^ sie l&sst sich indess mit Hülfe elli{)ti8cher Integrale nahfti-- 
rungsweise bestimmen; Wir bemerken hier beiläufig, dass der Werth von V bei der 
Berechnung der Umwälzungszeit satellitischer Ringe in Beträ*cht kommen kann. Die 
Revolution eines satellitischen Ringes ist also kürzer als die^ eines Mondes von der- 
selben Entfernung^ wie dies schon im 14. Satze bemerkt worden ist, nämlich für einen 
unmerklich abgeplatteten Ring 
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V = 3 V^ + 2^ l^g «^t T (*»*) 
oder das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit 

4 R« a» 4 r 

Es bleibt noch übrig, aus den Dimensionen des Ringes und aus seiner Bewe- 

gung die Grösse E zu bestimmen. Nehmen wir aai, dass die erzeugeüide Gurre eine 

Ellipse sei, so ist . 

4* c 

y^2dni = Mr» + ^y*^^ Vc2 — x2 dx = M r^ + M ^ 

— c 
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und „ , M a» 

Edt = -^ (4r* 4- c«) dt (ß.92) 

welcher Ausdruck für grosse r oder E übergeht in 

Edt = ^f^dt (133) 

Wir schliessen hieraus wieder, dass durch eine Vermehrung von E, der Ring 
sieh immer mehr und mehr Öfihet, seine Umdrehungsbewegung aber nach dem in (130) 
ausgesprochenen Satze abnimmt. 

Den Formeln (129) und (130) ähnliche gelten auch für den sehr abgeplatteten 
Ring, den wir hier nicht weiteren Betrachtungen unterziehen. Man kann aber ver- 
sichert sein, dass für ins Unendliche wachsende E oder für verschwindende V die 
Bewegungsgleichungen dieser beiden Gleichgewichtszustände sich immer mehr nähern 
werden. Um also das Resultat unserer Untersuchungen zusammenzufassen, so haben 
wir gesehen, dass in Betracht des obigen Beispiels und des 8. Satzes ungefähr von 
der Gränze V® = a,18711 an bis zu V = sich vier Zustände des 
Gleichgewichts angeben lassen, bei denen sich die Bewegungsquan- 
titäten von einem endlichen Werthe an sich dem Werthe oo nähern, 
nämlich das Saxige EUipsoid, das Ellipsoid (/3) und »wei Ringe. Hier- 
aus folgt denn, das merkwürdige Resultat, dass zwischen den angegebenen Grftnzen 
von einer bestimmten Stelle an sich wenigstens vier Zustände des Gleich- 
gewichts angeben lassen, welche für eine und dieselbe ursprüng- 
liche Kraft möglich sind. Wenn aber, wie es die Allgemeinheit dieser Unter- 
suchungen erlaubt auch die unendlichen Gylinder mit den coaxialen Hohlcylindern, 
so wie auch die nicht continuellen Figurationen als Doppelgestirne etc., berücksichtigt 
werden, so ergiebt sich, dass 

erstens: für eine und dieselbe ursprüngliche Kraft E von 
einem bestimmten Werthe derselben angerechnet, unendlich viele 
Zustände des Gleichgewichts zwischen den GrenzenV==l und V==0 
existiren; 

zweitens: für eine und dieselbe Winkelgeschwindigkeit der frei 
rotirenden flüssigen Masse gegen vierzehn einfache Zustände des 
Gleichgewichts möglich sind, nämlich: 

1) die drei elliptischen Figuren, 

2) die vier cylindrischen Formen, 

3) die Hohlkugel, 

4) die beiden Ringfiguren, 

• 5) die vier Paare der verlängerten Ellipsoide und Ovoide. 
(Doppelgestirne.) 
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Da man nun die Zahl der continuellen Gleichgewichtsformen einer flüssigen 
Masse durch die discontinuirlichen bis ins unbegrenzte vermehren kann , die Conti- 
nuitat und die Discontinuitat aber sich zum Zwecke einer allgemeinen Lösung des Pro* 
blems nicht mit in Rechnung bringen lassen, während es doch in vielen Fällen die 
Art der Communication der Flüssigkeiten ist, welche (wie wir solches bei den hetero- 
ojenen Hohlcylindern gesehen haben) in Betracht genommen werden muss, so geht 
auch hieraus die Ungereimtheit des Vorhabens, eine solche allgemeine Lösung zu 
erfinden, klar genug hervor. Da die Resultate dieser Untersuchungen stets einiges 
Interesse in ihrer Anwendung auf den Erdball darbieten, so wollen wir noch eine 
tabellarische üebersicht über die Grösse der Abplattungen und Oefinungen mit Rück- 
sicht auf die hier möglichen Figuren geben. Setzt man also V, = 0,0022997, so ist: 
r a = 1, b = 1, c — 1,00433441 (EUipaoid «). 

1,018, c = 19,57 (EUip. m ax.). 
c = 680,49 (ElUpsoid /»). 

= 1 (ni^ci^^- Cylinder). 
= 867,68 (eUipt Cyl.). 



IT a 



00 



III 

IV a 



b = 

b = 

b = 

b = 

r + r, 

2 
r + r, 



1. c 
1, c 



1, (r — r,) = 0,002291 (Hohlcyfinder). 



2 



1, r — r, 



0,0023 (Hohlkugel). 



1, r = 31,45 <ßing). 



a 



1, c = 

c = 289,89, r ^=^ oc (Ring mit CentraJkörper). 

b, _- 1 ^ c = 1,000158, r = 4,169 (System zweier gleicher verlängerter Ellip- 

soide mit gleicher doppelter Botation). 



V = 

1,0000 

0,5000 
\2246 



§ liS. SystematiBche Üebersicht 

I. Primäre Körper. 

(Mit Aasnahinc der Hohlcylinder sind der Schwerpanct in der Masse und die Componenten 

der Anziehung negativ.) 

Cylind. circ. infin. 
• • • • II I ' I III 

Cyl. circ. inf. Cyl. circ. cavus 



EUips. revül. 
ED. revol, cc Ell. revol. ß 



I 

Cyl. ein!. Cyl. ellipt. 



A,1871 Ell revol. cc Ell. III ax. 

inaequ. 



0,0000 
si *. b : c 



Kugel 
1:1:1 



IL III. IV. V. VI. 

Unendl. Cyl. TT. Unendl.Discus. Unendl.Cyl. UncndL Lamelle Unendl. Ebene 
1 : 1 : 00 1 : oo : oc ex : 1 : 1 oo : 1 : oo"- oo 



00 



10 
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IL Secund&re Körper. 

(Mit Oelhiangcn, ^ Scbwcrpunct «asserhalb, — Compooenteo der Aoiiehimg (beils posHi?, ihcils negaiiv.) 
OyOOOO Hohlkugely Doppolgesdme ; King; Hohlcylinder Doppelsystemt, Riogc^. 



aneudlich dQnn oder 

nidln« uneodUcU 

gross. 



Paare Ton Kugelxi 

oder G>'llndern In 

uneadlich grossen 

Entfernungen. 



Qaerschnitt kreis- 
förmig oder linear, 
oo klein gegen den 
Diameter. 



Mehrere conoentrisch in anendlich grossen 
AbsUinden. 



von anendlichen Di- 
mensionen , endlich 
dicker Schaale. 



nnendlich entfernte parallel und Ton nn- 
Paare von parallelen endlich grofs«r 
Cyilndeni mit kreis- Oelftrang. 

förmigem oder recti- 
linearem Quer- 
schnitte. 

Mehrere cotiial in unendlich gresstn Ab» 
standen. 



>0 

<0^0QB997) 



H(Mkugel 

▼on unendlichen 

Dimensionen und mit 

doppeltiT RotAtion. 



Eiförmige Bing 

Sphäroide und ^ou jeder beliebigen 
• y*y • j Oeffnang, um seinen 



rotiren paarweise um 
ihreu gemeinschaft- 
lichen Schwerpunct 
mit einfacher oder 
doppelter Rotation. 



Mittelpijnct rotirend ; 
QoerschniU oviU. 



Hohlcylinder 

von endlichen Di- 
mensionen mit 
Rncksicht auf den 
<jnerschnltt. 



Elliptiache 
Cylindfr, 

wAIzon sich paar- 

woüie am die 
gemein schaftUche 

Schwerlinie. 



Mehrere coaxial in beliebigen Entfernangen recht- ond rücklXaflg, von verschiedener Rotations- nnd 
Revolationsgeschwindiglieit. 



>0 

(0,00IS997) 



III. Satellitische Gleich gewichtsfiguren. 

(Centralkörper sehr entfernt.) 

Centralkörper sphäroidal: Centralkörper cylindrisch; 



Hohl- und 
Vollkugel, 

Centralkörper con- 
oentrisch oder 
ausserhalb. 



Verlängerte 
EUipsoide 

(xwei- oder drelaxi(r) 

mit einfacher Oflor 

doppelter Kotation. — 

Mnndfi gureu 

(Roche). 



Binge Hohlcylinder, 



mit elliptischem 

Querschnitt. 

(Laplace.) 



Centralkörper 
coaxial. 



Elliptische 
Cylinder, 

Centralkörper parallel. 

Die Rotation ist der 

Revolution gleich. 



Ringe, 

Centralkörper 
coaxial. 



I . > J> — ■ 



-I 




